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本 书 有 根据 苏联 国家 物理 数学 书 将 出 版 社 ( 中 H3xXarrE3) 
出 版 的 廿 特 属 赫 〈 中 ，P、Taarxaxep) 著 “分 析 力 学 讲义 ” 


(enmnn no 虽 再 员工 了 里 下 可 BC 天 人 0 于 MexaHEKe) 一 书 1960 车 版 震 出 


的 。 书 中 介绍 了 分 析 力 学 的 研究 方法 和 分 析 力 学 在 李 亚 普 蒜 夫 


稳定 性 利 验 、 振 动 理 论 、. 刚 体 动力 学 等 方面 的 应 用 。 除 振动 理论 
的 古典 方法 外 , 还 病 杰 了 现代 频率 法 的 基础 。 也 对 于 把 分 析 力 学 
方法 推广 到 电 的 和 机 电 的 系统 中 所 用 的 机 电 模 拍 进 行 了 讨论 。 

本 书 为 针 者 学 习 狭 义 相 对 论 、 是 于 力学 和 理论 物理 的 其 它 
部 分 打下 足够 课 大 的 基础 ， 并 喜 足 地 陋 远 了 力学 的 变 分 原理 和 
积分 不 变量 、 正 旭 变 换 和 哈密 顿 -牙科 毕 方程 。 

本 书 可 供 粽 合 性 大 学 数学 力学 系 和 物理 系 学 生 、 研 究 生 天 
佬 。 也 可 以 供 工程 研究 人 员 和 其 他 专家 因 著 ， 以 扩大 井 加 深 他 
人 的 力学 知 芒 。 
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“分 析 力 学 ”一 宰 ， 在 力学 著述 中 并 无 统一 涵义 。 有 的 作者 把 
分 析 力 学 和 理 只 力学 看 作 是 等 同 的 0。 另 一 些 人 认为 以 广义 坐标 


叙述 力学 理论 是 分 析 力 学 的 主要 标志 。 本 书 作者 所 持 的 第 三 种 观 


点 其 是: 分 析 力 学 的 特征 弃 表 现在 家 述 的 体系 方面 ， 也 表现 在 所 探 


讨 的 问题 的 范围 方面 。 . 


以 普 泊 原理 (微分 的 或 积分 的 ) 为 基础 ， 用 分 析 的 方法 来 导出 


运动 基本 微分 方程 ， 这 就 是 分 析 力 学 叙述 体系 的 特征 。 关 述 力学 


的 普 逼 原理 . 由 这 些 原理 导出 基本 运动 微分 方程 , 并 研究 这 些 方程 


”本 身 及 其 积分 方法 一 一 所 有 这 些 就 构成 分 析 力 学 的 基本 内 容 。 


在 综合 性 大 学 及 师范 学 院 的 数学 力学 系 、 物 理 系 及 工程 物理 
系 的 数学 大 网 里 ， 分 析 力 学 是 理论 力学 课程 的 一 部 分 。 而 在 工科 
大 学 的 理论 力学 数学 大 网 中 , 或 者 根本 没有 分 析 力学 , 或 者 仅 有 它 
的 一 部 分 。 按 照 传统 方式 分 为 “ 裔 力学 ”、“ 运 动 学 "和 “质点 及 系 绞 
的 动力 学 ”, 而 讲授 的 理论 力学 数 程 对 于 解决 现代 技术 所 提出 的 各 
种 问题 是 很 不 够 的 。 在 现代 技术 各 领域 工作 的 研究 工程 师 们 , 对 于 


。 分析 力 学 的 一 般 方法 是 应 该 掌握 的 ， 因 为 这 些 方法 不 仅 对 于 研究 


那些 属于 纯 力 学 现象 的 复杂 并 题 ， 而 且 也 对 于 研究 那些 属于 电学 
现象 和 机 电 现 象 的 复杂 问题, 给 出 了 一 个 通用 的 分 析 工 具 。 

本 书 并 不 企图 将 分 析 力学 的 全 部 内 容 包括 无 遗 。 本 书 系 根据 
作者 近 大 年 来 ， 在 莫斯科 物理 技术 学 院 对 二 年 级 第 二 学 期 学 生 的 
讲课 内 容 写 成 的 。 这 种 情况 也 就 决定 了 本 书 的 取材 及 其 讲述 特点 。 


个 例如， 上 工 K. CyC10B 及 IH. ER, Barxxe Ilyccen 的 名 著 “ 理 雍 力学 数 程 > 合 被 
作 考 自己 称 为 “ 分 析 力 学 表 程 ”。 


vi / 序 
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”分 析 力学 疼 程 是 学 习 量子 力学 、 狭 义 相对 论 及 广义 相对 喻 等 


其 于 理 葵 物 理 章节 的 基础 。 因 此 ， 书 中 详 组 地 关 述 了 力学 的 变 分 


原理 和 积分 不 变量 、 正 则 变换 、 哈 密 顿 - 雅 科 些 方程 以 及 具有 特 
环 坐标 的 系统 (二 三、 四 、 七 弈 章 )。 在 引入 了 A. 麻 仰 雷 及 9. 卡 
当 的 思想 之 后 ， 作 者 即 以 力学 积分 不 变量 作为 叙述 所 讲 材料 的 基 
础 。 积 分 不 变量 在 这 里 并 非 理 葵 上 的 装饰, 而 是 工 上 其。 

非 自由 系统 的 讨论 与 技术 应 用 有 关 。 第 一 章 中 和 仔 租 地 研究 了 
这 类 系 议 。 从 这 一 章 讲 机 电 模 拟 的 一 节 可 以 看 出 将 力学 的 分 析 方 
法 推广 用 于 电学 系统 和 机 电 系 统 的 可 能 性 。 五 、 大 两 章 讲述 了 分 
析 力 学 在 李 亚 普 嗜 夫 稳定 性 理 欧 及 振动 理 花 方面 的 应 用 。 除 线性 
振动 理 葵 的 古典 问题 而 外 ， 还 讲 到 了 了 近代 频率 法 的 基础 。 有 关 刚 
体 动力 学 的 若干 问题 是 分 散在 儿 个 例子 中 讲 的 。 

本 书 设想 芒 者 已 经 具有 理 葵 力学 及 高 等 数学 的 一 般 基础 知 
识 。 本 书 供 综 合 性 大 学 数学 力学 系 、 物 理 系 及 工程 物理 系 学 生 及 
研究 生 之 用 ， 也 可 以 供 那 些 希望 扩充 并 加 深 自己 在 力学 方面 的 知 
工 的 工程 研究 人 员 及 共 他 专家 们 尖 读 。 : 
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第 一 章 “” 任 曼 质 扣 系 和 统 的 
起 动 微分 方程 


8$1， 自 由 系统 和 非 自 由 有 系统. 狗 束 及 其 分 类 


我 们 来 研究 质点 系统 已 (z=1 YY) 相 对 于 某 惯 性 坐标 系 
统 ( 伽 利 咯 系统 ) 的 运动 。 系 统 各 个 质点 的 位 置 和 速度 受 有 几何 学 
的 或 运动 学 的 限制 ， 这 种 限制 称 之 为 狗 束 。 具 有 这 种 移 束 的 系 欧 
称 为 非 自 由 系统 ， 以 别 于 没有 这 种 莉 来 的 日 由 系统 。 


绝 束 可 以 用 方程 


f(t, r,) 7») 一介 出 (1) 
解析 地 表示 。 它 的 左 端 包 含有 时 疝 ; 以 及 系 纺 所 有 各 质 尽 P, 的 
矢 径 r, 和 速度 v2, 一 ,v==1,…, 太 )。 在 约束 方程 (1) 中 不 包含 环 


度 记 的 特别 情形 的 移 东 便 称 之 为 有 限 绝 束 或 几何 移 束 。 它 的 解析 
表达 式 可 以 写作 

f(t,7,) =0. : (2) 
在 一 般 情况 下 , 灼 束 (1) 称 为 微分 灼 东 或 运动 网 束 。 今 后 我 们 
仅 限 于 诗 哗 这 样 的 微分 欧 束 : 在 它 的 方 各 程 中 ， 速 度 是 线性 地 出 更 
的 , 即 

S74D=0. (3) 


v= 二 


中 ”字母 上 加 一 点 (如 rr) 袁 示 对 应 的 量 对 时 关 的 导数 。 所 有 关 径 都 是 由 固定 在 
答 完 能 标 际 中 的 同一 极点 引出 。 往 后 ,我 们 将 以 所 访 m mm) 表示 画 数 浪 轴 mb rN， 
ro7) 的 迷 : 二 。 这 种 编写 方式 将 在 全 书 中 条 用 。 如 果 zw ywz 是 点 Pylv =1,……。， 
必 ) 在 也 讨论 的 坐标 系 中 的 饮 卡 尔 谷 标 ， 划 丽 数 请 可 以 看 作 6N 二 1 个 纯 晤 t zy 2 
2 Zi po 2 人 = ) 的 图 数 。 对 于 图 数 辣 以 及 今后 在 本 书 中 过 到 的 所 有 罚 数 ， 
在 没有 种 先 申 明 时 , 我 们 都 假定 这 些 琐 数 及 其 导数 是 过 续 的 。 


2 第 一 例 ” 任 章 质 点 条 锐 的 运动 微分 方程 


式 中 7, 是 矢量 1, 和 7 的 数 积 , 而 矢量 4 和 和 祁 量 DD 则 是 变量 
和 全 体 7; 的 已 知 丙 数 (p,v 二 1,…, 入 )。 辐 时 我 们 还 假设 低 体 和 
量 ,不 同时 为 雳 。 

当 有 形式 (2) 的 有 限 物 束 存在 时 ， 在 每 一 给 定时 刻 ， 系统 就 不 
能 够 后 据 空 间 的 任意 人 位置。 有限 葛 束 在 系统 于 上 时刻 寺 的 可 能 位 置 
“上 加 上 了 一 定 的 限制 。 当 仅 有 微分 约束 存在 时 ， 系 统 于 任 一 时 列 
下 可 以 占有 空间 的 任意 位 置 。 但 在 这 位 位 上 ， 系 统 各 点 的 速度 却 
不 能 是 任意 的 。 微 分 移 东 给 这 些 速 许 加 上 了 一 定 的 限制 。 

由 每 个 形式 如 (2) 的 有 限 蒋 束 都 可 以 导出 一 个 微分 烙 束 , 它 的 
方程 可 由 等 式 (2) 经 深 项 微分 而 得 到 : 


of , ,9f 
之 ,577 二 3 一 “ (4) 
式 中 3 一 grad,f (一 1，…, 和 W)D。 这 样 的 微分 交 束 称 为 可 积 微 分 
物 束 , 因为 它 和 有 限 煌 束 z 
f(r,)=0 (5) 


是 等 价 的 。 这 里 c 是 任意 常数 。 
注意 , 在 划 卡 尔 硬 角 坐 标 中 , 物 来 方程 (1) 一 (4) 可 以 写成 如 下 
形式 : 


ft, wv) 2 Sy TX, 2 2 ) 二 0， (1') 
f(t, x,, yy Sy )=0, (2') 
4, V, Buy, Ov2 )+D= 一 0@， (3") 


了 宇 1 二 


® 车 rit yj toh 其 中 i j, 玉 是正 交 坐标 灿 的 划 位 关 量 , 则 


i be Ny 


® A,, B,, Cul(v=1,.. AN ) 都 是 ti y Ti YI S19 "9 TNy YN 2N 的 数量 图 阁 。 


§ 1. 自由 系统 和 非 自由 凶 统 . 鹊 束 及 其 分 类 


(2A ， + p+, 十 了 7 一 0. (4) 


在 有 限 约 束 方 程 《2) 或 (423 ) 中 ， 如 果 不 明 显 地 包 念 时 名: ,到 
2 0, 则 这 种 移 束 称 为 下 稳 的 。 此 时 ， 微分 移 来 方程 (4) 的 左 端 


对 速度 而 首 , 是 线性 章 次 的 。 与 此 相仿 ,如果 方程 (3) 的 DD=0, 而 
且 矢 量 忆 [相应 地 , (37) 的 系数 4,, B,, 0,] 不 明显 地 依赖 杆 时 间 如， 
则 微分 约束 (3) 或 (3') 称 为 平稳 的 。 

和 如果 没有 不 可 积 微分 约束 加 于 质点 系统 的 各 点 ， 则 这 种 系 罗 
称 为 完整 系 张 。 因 此 ， 自 由 的 质点 系 荡 以 及 具有 有 限 狗 束 或 可 积 
微分 约束 的 非 自由 系统 都 是 完整 系统 。 完 整 系统 所 具有 的 一 切 狗 
束 痢 可 以 写成 有 限 形 式 。 

当 有 不 可 积 微分 移 东 存在 时 ， 系 统称 为 非 完 整 系统 @。 

仅仅 有 共有 平稳 狗 束 的 系 巧 称 为 平稳 系统 。 有 非 平稳 狗 束 的 系 
统称 为 非 平 稳 系 统 。 


人 


例题 “1， 质 点 只 可 以 沿 著 曲面 运动 , 曲面 方程 为 
f(r)=0 (6) 


或 ， f(zx,y, 2)=0. (6') 
这 是 有 限 的 平稳 约束 。 | 
如 果 曲 面 本 身 在 运动 或 变形 , 兰 勾 ,在 曲面 方程 中 将 显 伟 时 霄 fi 
ft,r)=0 (7) 
或 z 
flt, wy, 2) =0. : (7) 


在 这 种 情况 下 , 约束 是 有 限 的 但 非 平 稳 的 。 
2， 由 长 度 为 了 的 硬性 杆 联 乎 斑 的 二 质点 。 在 这 种 情况 下 , 移 束 方 称 为 
(ri 一 ma)2 一 1 12=0 (8) 


中 不 可 积 微分 煌 束 往往 又 称 为 非 完 整 移 束 , 而 可 积 微分 构 束 有 时 又 称 为 从 完整 
鸠 来 。 : 


上 
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(x1— 7X2) (my) ts1 m2) — 12=0. (8 ) 
完整 的 平稳 委 纺 。 
应 当 注 间 意 ， 了 半 体 可 以 看 作 质 点 半 距 离 不 变 的 系 业 ， 即 其 有 形 了 (8) 昌 和 约 
束 。 人 队 这 种 观 上 所 出发， 自由 出 体力 是 韭 自 由 的 .完整 的 于 稳 奈 后 芭 狐 的 和 兰 吻 
阿 剖 。 
3. 由 变 长 度 AN 肥 杆 联 三 大 的 二 质 点 。 料 束 方 笠 可 以 写作 ; 
(nm 一 r2):— f2(t)=0 (9) 
. 
(m1— 2)+ yy) + (822 — ft) =0. (9 ) 
这 是 完整 的 非 平 稳 季 统 。 
4 不曾 下 过 质点 由 一 长 谋 为 1 的 出 性 标 联 笑 ， 运 动 中 杆 的 中 点 速 广 只 
可 以 六 和 测 杆 向 (冰刀 在 平面 上 的 运动 )。 稳 束 方 称 可 以 写成 如 下 的 形式 : 
21 一 必 ， to 一 人; 
(2Z1 一 2z)2 十 (Vi 一 ba)2 CO—L =0, 
Ti Yi 
这 是 非 完 整 系 统 , 闪 为 (10) 中 最 后 一 个 方程 决定 一 个 不 可 积 约 微分 约束 。 
形式 如 (1) 的 锡 束 称 为 固执 鹊 束 。 在 力学 中 还 会 遇 到 一 种 非 
固执 狗 束 , 它 可 以 用 如 下 形式 的 不 等 式 来 表示 : 
加 f(t ry 7 之 0. (11) 
例如 由 长 诬 为 1 的 钱 所 联 舌 的 二 质点 。 这 时 的 移 东 可 以 用 下 列 不 锋 式 
求 示 不 : 


(10) 


1?— (ri—r,)>0. (12) 

在 方程 (11) 中 , 如 末 等 号 成 立 , 我 们 嵌 襄 绚 束 是 张 紧 的 。 

当 有 非 冉 执 物 束 存在 时 , 系统 的 运动 可 以 分 段 考虑 : 在 狗 束 是 
线条 的 一 段 上 ,系统 的 运动 和 在 固执 物 束 情况 下 一 样 .而 在 移 束 是 
非 张 柠 的 一 段 上 ， 则 和 没有 简 束 的 情况 一 样 。 因 此 ， 在 各 个 阶段 
上 , 韭 j 执 的 束 或 者 可 代 之 以 固执 狗 东 ,或 者 可 以 完全 解除 。 有 鉴 
十 此 ， 今后 我 们 将 仅 讨 葵 固执 移 束 。 
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rg ,Prd 


$ 2， 可 能 位 移 和 诬 位 移 . 理想 约束 
设 在 质点 系统 上 加 有 Q 个 有 限 狗 束 
felt,r,) =0 (a=1,.…, a) (1) 
和 9 个 微分 鸭 束 2 
FL, + Dge=0 (8=1,.…， 0). (2) : 


z=] 


现在 将 有 限 和 约束 代 之 以 其 微分 形式 


SI ol ,a). (3) 


若 矢量 组 w 满足 dg 个 线性 方程 (2) 和 (3), 则 矢量 组 w 称 
为 瞬时 上 系统 在 其 可 能 位 转 的 可 能 速度 。 

因此 ， 可 能 速度 是 纲 束 所 容许 的 速度 。 对 十 系统 在 时 刻 芋 的 
每 一 可 能 位 置 , 都 存在 无 数组 可 能 速度 , 而 系统 在 时 刻 t 作 实 际 运 
动 时 , 这 无 数 租 述 度 中 仅 有 一 组 被 实现 。 

我 们 将 无 限 小 位 移 

dr,=V,adt (v=1,.…,N) (4) 

由 做 可 能 的 无 限 小 位 移 或 简称 为 可 能 位 移 , 其 中 必 (> 一 D 7) 
是 可 能 速度 。 将 方程 (2) 和 (3) 逐 项 乘 以 at 就 得 到 决定 可 能 位 移 
的 方程 : 


Sadr, +a =0 (g=1,.…,d), 


(5) 
Sdr, 4 Dedt=0 (B=1,...,9). 


v= 二 上 


取 系 乡 在 同一 时 刻 、 同 一 位 置 的 两 组 可 能 位 移 


fr 


@ 在 微分 移 柬 方程 中 ,我 们 将 7 写成 pw。 


i 
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dr,=v,dt, dr,=v,dt (v=1,.…,N). 
dr, 和 dr 同样 都 漳 是 方程 45) 但 差 
07 一 4 一 0 (v=1,.…, NN) (6) 
却 满 足 齐 次 关系 式 : . 


N 


Dear,=0 (a=1,., d), 
v=1 四 
~ (7) 
lovor,=0 (B=1,……, g). 
v 寺 1 : 


差 87, 二 dT, 一 dr, 称 为 虞 位移。 满足 方程 (7) 的 任意 一 租 矢 
基 jy 都 是 一 组 虞 位 移 。 关 于 虑 伺 移 的 方程 《7) 和 确定 可 能 位 侈 
的 方程 (5) 之 间 的 差别 仅 在 于 方程 (7) 没 有 号 sd 及 Dodt 两 项 。 因 


此 可 以 就 ， 当 移 束 被 “ 皮 因 "时 ， 虚 位 移 与 可 能 位 移 是 一 样 的 
事实 上 , 当 绝 束 被 < 妖 固 "时 , 出 现在 有 限 物 束 中 的 时 间 t 就 被 
问 定 了 , 也 就 是 讼 , 约束 将 保持 它 在 时 列 寺 的 形状 不 变 。 因 此 ， 在 


求 丽 数 了 .。 的 微分 时 就 不 出 现 2 =di 这 一 项 ， 因 之 , (5) 式 的 头 个 


方程 就 和 (7) 式 中 的 头 4 个 一 样 。 对 二 微分 狗 束 而 音 ;“ 凝 固 ? 就 意 
味 关 使 之 具有 平稳 的 特征 , 即 丢 掉 移 束 方程 左 端 中 的 Ds 并 使 显 合 
在 系数 已, 中 的 t 国定 不 变 。 这 样 一 来 ， 方 程 (5) 中 的 后 9 个 方程 
就 和 (7) 中 对 应 的 方程 完全 相同 。 

我 们 也 可 以 这 样 说 ， 虚 位 移 力 是 系统 各 质点 从 系统 在 时 到 
的 基 一 可 能 位 置 到 系统 在 同一 时 刻 二 可 能 占有 的 另 一 无 限 临近 位 
党 的 位 移 。 / 

在 平稳 狗 东 情况 下 ， 虑 位 移 与 可 能 位 移 一 致 。 

例题 1， 点 沿 固 定 曲面 运动 (图 1)。 

在 这 种 铺 交 下， 从 点 卫 所 引出 的 、 在 镇 点 与 曲面 相 切 的 任 一 矢量 "都 是 
可 能 速度 。 对 应 的 可 能 位 物 dr=wvat 则 位 于 曲面 在 扎 己 的 切 平 耐 凡 。 二 切 


$ 2. 可 能 位 移 和 呀 位 移 ， 理 想 犁 来 ? 


黎 矢 量 之 其 br= dr 一 心 也 是 与 曲面 在 同一 点 相 切 的 笑 量 。 因 最 ， 丰 点 了 所 
作 的 位 于 切 平 商 内 的 任何 人 矢量 羔 可 以 看 作 是 其 一 个 如 也 可 以 看 作 是 其 一 个 
jir。 存 这 个 例子 do 约束 是 平稳 的 , 因 之 , 虚 位 移 和 可 能 位 移 一 致 。 


图 2. 


2， 作 为 机 来 的 曲面 以 如 度 相对 于 原 瑟 化 汉 ( 懈 见 休 一 样 地 ) 运 汉 
(图 2)。 
此 时 ， 可 陛 速 度 p 可 和 申 与 曲面 相 切 的 任 一 矢量 同 曲 面 自 身 的 速度 we 
之 和 香 出 ; 
v= 十 rz 
办 此 ， 
dr=v dt=v dt udat. 
与 此 相仿 , 对 于 另 一 个 可 能 位 移 则 有 
dr 一 Di At wdt, 
因而 , 不 位移 
人 
5r 一 0 一 Cr 一 (ol 一 D1)dt p af 
和 dr 不 同 ， 它 是 位 于 过 卫 虚 的 切 
平面 上 的 矢量 (图 3)。 矢 量 ir 是 
当 曲 面 5 不 动 时 的 可 能 位 黎 。 图 5. 
在 伴 卡 尔 坐 标 中 ， 67， 可 用 它 沿 坐标 翰 的 三 个 投影 07，67 
8z,(v =]， “Ss NN ) 玉 表示 ， 因而 ， 确定 万 位 移 的 方程 (7?) 可 以 写成 如 
下 形式 : : : 


of 
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地 ， 


9fas,. 19fe8, 4191。 )- 一 1 
SI i Dy, Yaz 2 9 (0 和 


办 
> Badyy, tt Ogvd%2,) 一 人 (8=1, “9 9). 
1 二 1 


如 果 这 d 十 g 个 方程 是 独立 的 , 则 3N 个 坐标 虞 增 量 Sr 8%， 
"中 将 有 n 一 3N 一 dg 个 是 独立 的 。 数 7 称 为 质点 柔 统 的 自 
a | 
说 在 系 和 统 各 质 总 已 上 分 别 作用 有 力 F,(v=1,，…， 入)P。 和 如 
未 没有 物 束 , 则 按 和 牛顿 第 二 定律 , 质量 m,、 加 速度 zw, 和 力 ,之 间 
有 Msaov 一 下 .zz 一 1 AN) 的 关系 。 在 有 攀 东 存在 的 情况 下 ,加速 


度 wv, 一 -FF,( 在 输 定 的 时 到 t 和 系统 各 质点 的 给 定位 置 ,和 一 
度 ,之 下 ) 可 能 和 称 束 不 一 臻 。 事 实 上 ， 将 竺 式 (3) 和 (2) 对 时 间 


未 项 微分 独得 到 胶 束 加 在 邓 统 各 质点 加 速度 zw, 上 的 限制 的 解析 
表达 式 包 : - 


> 1 + =0 (B=1,., g). 


加 速 速度 tp 一- 可 能 不 潭 足 这 些 关 系 。 因 此 ， 实 际 存在 的 约束 


将 在 系统 的 质点 P,。 上 作用 以 附加 的 力 及 ,(w=1，…) N); 这 些 由 
网 东 产 生 的 作用 力 称 之 为 网 束 反 力 @。 所 产生 的 友 力 应 当 使 由 


@ F, 应 理 包 为 韦 接 作用 在 质点 P。 上 的 一 切 力 的 合力 (w=.…, )， 

@ 〈8) 式 左 剖 蕉 性 地 依 顿 于 加 速度 mwv。 不 难看 出 , 这 些 左 端 部 分 在 微分 之 后 仍 
然 依 赖 了 守 加 ro op(z= 二 Ar)。 

8” 当 有 辣 干 个 多 束 存在 (4+g> 人 DD 时 ,Rs 就 是 作用 在 点 P, 上 的 合体 划 束 反 力 
的 会 力 (v=1, ,NN)。 
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方程 
mavs = PF, R, (v=1,.…,N) (9) 
所 确定 的 加 速度 为 移 束 所 容许 。 

为 了 和 友 力 R,(yv=1,…, 叉 ) 相 区 别 ， 我 们 将 预先 给 定 的 力 
F,(v==1, N) 称 为 主动 力 。 主 动力 通常 是 时 间 和 系统 各 质点 位 
苹 和 速度 的 已 知 画 数 @. 

F,=F,(t,r, Vi) (v=1,., N) (10) 

非 间 由 系统 动力 学 的 基本 问题 如 下 : 

设 主动 力 F,=F,(t, To VD ) D4) 是 已 知 的 ， 系统 各 质点 的 一 租 为 煌 
束 所 腺 胜 的 初始 位 置 r: 和 初始 可 度 网 也 是 已 知 的 人 二 1 六) 


a ee EY vv 


求 示 和 统 的 运动 和 狗 束 反 力 R,Gy=1,…, YY)@。 


= dW ee be We me i de TY Sep ™ he gee ee Wh 


如 果 除 方程 (1)、(2) 而 外 ,关于 物 束 的 特征 一 无 所 知 , 因而 , 关 
于 这 些 攀 束 所 产生 的 反 力 R, 我 们 也 就 一 无 所 知 ， 则 前 述 癌 题 将 
无 法 确定 。 因 为 在 这 种 情况 下 , 需要 确定 的 未 知 数 ro yoy zw Ry， 
fvy Rvz 多 于 更 有 的 方程 ,xX, 二 Fy 二 Ry mv 二 ,十 Ry MZ, = 
二 也 ,s 十 有 ,sz 和 和 股 束 方程 (1)、(2) (6N>3N+ad+g)。 

为 使 动力 学 基本 问题 成 为 能 够 确定 的 ， 对 未 知 量 就 还 需要 有 
6N 一 (3N+d+g) 二 3N 一 4 一 g 一 % 个 补充 的 独立 关系 式 。 若 仅 限 
于 讨论 理想 移 束 这 一 重要 类 型 , 这 些 关 系 式 是 可 以 得 到 的 。 

者 狼 束 反 力 在 任何 虑 倍 移 上 所 作 荔 的 总 和 等 于 雾 , 即 


SRsr,=0, (11) 
则 这 种 狗 束 束 称 为 理想 多 束 。 式 (11) 还 可 以 写成 如 下 的 展开 形式 : 


SR iv。 TRvdy,t Radz, )=0. (11') 


和 一 


DD 在 一 般 赤 况 下 ， (103 式 右 端 除 上 出 外 还 依 开 于 所 有 的 xy 和 vxCn=1,…', NN )。 
如 对 于 自由 邓 统 , 无 需 确 定 反 力 而 仅 需 确定 有 系统 的 运动 。 
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在 3wN 个 量 Sr 3y, 23%, 中 有 名 个 是 独 谋 有 的 (n= 二 3N 一 4 一 g 是 
系统 的 日 由 度数 )。 因 此 , 在 (11) 式 中 可 以 将 3 一 % 个 不 狼 江 的 
诊 壕 670，64w， 52 通过 7 个 独 开 的 增 量 表 出 。 爹 这些 独 了 并 增 量 的 
系数 等 直 雳 ， 就 得 到 所 短 少 的 个 关系 式 。 有 了 这 些 关 系 式 非 自 
由 系 烷 的 动力 学 基本 问题 就 成 为 俏 定 的 了 。 

在 计 识 了 下 面 儿 个 理想 移 束 的 例子 之 后 ， 不 可 以 见 出 引信 理 
怨 鹏 束 的 必然 性 及 其 在 实践 上 的 重要 性 是 很 显然 的 。 


例题 、1， 质 点 党 国定 光 湿 曲面 运动 (图 4)。 
蔡 这 种 情况 记 任何 可 能 位 称 dr 和 任何 错位 移 5r 都 位 于 曲面 过 点 的 
切 个 面 上 而 交 请 曲面 的 反 力 则 疝 曲 面 过 书 点 的 法 和 线 方 向 ; 因此 ， 纪 有 
Rdr=0 或 Rir=0. 


图 4. 医 5. 

在 这 种 情况 下 ， 质 点 的 可 能 速度 不 再 位 于 切 于 面 上 ， 因 而 无 限 小 位移 
dr=vdt 也 不 在 切 于 面 上 ( 见 第 ?7 黄 例 2)。 但 不 位 侈 sr 力 是 当 曲面 “被 阻止 
不 动 ” 或 “被 凝固 不 变 ” 时 的 可 能 位 黎 ， 思 而 仍 在 切 平 面 内 。 又 由 于 光滑 曲 
协 在 运动 和 变形 的 消光 下 友 力 还 是 治 曲 面 的 法 线 态 向 ， 所 以 Rir= 0( 但 
及 dr 头 D)。 


Pt 站 肖 昌 区 天 玫 记 是 加 定购, 过 是 运动 9 过 是 杰 形 的 部 是 开 相约 
束 。 


ed 


例 2 很 证 楚 地 膏 明 了 在 定义 非 平 称 的 理想 移 束 时 ， 为 什么 必 
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须 用 反 力 在 任意 腊 位 移 于 之 功 为 老 ， 而 不 是 在 可 能 位 移 上 之 功 
在 以 下 的 儿 个 例子 中 , 我们 过 到 的 都 具 是 在 稳 物 束 2。 
3， 二 质点 虫 长 碾 不 变 的 村 于 下 友 联 栈 ， 村 对 的 质量 小 得 可 以 略 去 不 
(图 6)。 : : 
以 RI 和 Rs 眉 示 作用 在 质点 PI 和 P, 
上 的 和 料 束 反 力 。 于 是 ， 和 根据 牛顿 笛 三 定律 ， 
作用 在 标 上 的 力 Ni= 一 Ri N2= 一 Rp。 以 
mm 表示 杆子 的 质量 , w 表示 杆子 岂 性 中 心 的 
加 速 虚 , 和 分 别 胡 示 杆子 的 中 心 注 动 惯 
量 和 角 加 速度 , 划 
mw=Ni+N,, 1£=L, 
式 中 工 十 力 Wi 和 Na 对 惯 性 中 心 的 力 短 之 
和 。 但 是 , 根据 条 件 , m=0,1T=0, 所 以 Ni 十 图 6. 
Ns=0， 上 =0@。 由 这 些 等 式 可 以 得 知 : 力 Ni 和 Ns 亦 即 Ri 和 民治 杆 向 , 方 
I 相反。 
其 次 , 出 于 
RiSrit Rabrs = Ridri + Rdr;= Ro(drs— drl) = Rod(r,— rl), 
内 而 , 涩 全 尺 ;==c 《rz 一 r1) 上 时 , 使 有 
Risri+R,6r, =c (ry —ri) dlr, 一 站 = -dr 一 mn)2 一 U， 
[天 为 (Cr 一) 一 COns 上 。 
级 对 刚体 可 以 看 作 任意 两 目 间 移 作用 有 下 述 形 式 笠 束 的 质点 采 业 。 央 
此 ,可 以 认为 半 体 是 具有 理想 钓 束 的 质点 骤 葬 。 如 果 了 章 体 上 除了 使 其 各 点 间 
距离 保持 不 变 的 锡 束 而 外 , 别 泡 其它 约 东 , 期 此 则 体 称 为 自由 章 体 。 
4 两 个 刚体 骨 镑 粤 联 竺 于 点 4 (图 7)。 略 去 做 链 的 质量 和 大 小 不 计 , 如 
可 看 屿 (如 前 例 所 述 )Ri: 士 Ra = 办 测 
民 107 十 只 5r 一 ( 民 ] +R,)r=0. 


从 理想 烛 束 的 定义 可知 , 消 将 非 伴 稳 狗 束 在 各 个 不 辣 对 淹 的 形态 固定 下 来 者 
作 六 稳 犁 来 时 ,这 些 侍 称 蒋 束 寻 是 理想 移 东 , 黄 此 滥 瑟 稳 鹊 束 是 理想 构 束 。， 

加 如果 杆 不 是 作 率 刚 运 动 ,基数 晤 等 式 TE = 所 应 代 之 以 矢量 繁 式 全 (71w) = 
式 中 7 是 惯量 强 量 , w 是 角速度 。 由 等 式 1=0 仍然 得 到 上 ==0。 
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mr 


5， 二 刚体 在 运动 中 以 理想 光 沸 表面 (润滑 很 好 的 表面 ! ) 相 找 触 (图 8)。 
在 这 种 情况 下 仍 有 Ri 十 Rs=0， 而 且 Ri 和 Rs 都 党 曲面 的 公共 法 业 。 另 外 , 
内 于 两 个 物体 接触 媒 的 相对 速度 v2 一 v1 位 于 公 著 面 内 ， 因 和 而 可 能 位 侈 之 下 
Rro 一 dr 二 《yy 一 V3)4dt 也 位 于 公 切 面 内 , 故 


Ridr! 十 愉 25ro 一 开 1071 + Rdr, = R,( dr, 一 Adri) -= 0, 


图 7. 图 8. 

6、 两 个 刚体 在 运动 中 以 完全 粗糙 表面 相 接触 (“ 施 的 蚁 合 ”>)。 在 这 种 情 

况 下 , 相对 请 动 速度 等 于 几 一 mi= 0, 因而 ,Ars 一 dr = (v2 一 01)4dt =0, 所 以 
民 15rl 十 民 25ro 一 民 oCCr 一 Cr) 一 小 

复杂 机 构 可 以 看 作 刚 体系 统 , 其 中 风 体 两 网 之 坦 或 副 性 联 车 ， 
或 以 锐 链 联 精 ， 或 以 其 表面 相互 接触 。 如 果 认 为 所 有 阳性 联结 是 
径 对 刚性 的 , 匀 链 是 理想 的 , 而 所 有 接触 面 或 者 是 理想 光滑 的 或 者 
是 完全 粗 烽 的 ， 则 任 一 复杂 机 构 均 可 看 作 具 有 理想 物 束 的 质点 
系统 。 


的 。 例 如 ， 咯 去 摩擦 力 有 时 就 会 使 现象 的 物理 性 状 章 到 严重 的 下 
曲 。 在 这 种 情况 下 ， 就 必须 放 境 理想 移 束 的 条 件 代 之 以 由 移 束 和 
征 和 摩擦 定律 导出 的 条 件 。 

这 种 情况 也 可 以 按 另 一 种 方式 处 理 : 只 考虑 非 光滑 面 反作用 
力 的 法 向 分 量 ， 同 时 将 摩擦 力 看 作 未 知 主动 力 ， 虽 绝 束 仍然 可 以 
认为 是 理想 的 。 由 于 新 未 知 量 一 摩 氛 力 的 出 现 而 短 少 的 方程 可 由 


不 过 , 应 该 注意 的 是 : 在 许多 情况 下 , 这 样 的 理想 化 是 不 允许 


如 


四 31. 动力 学 普 有 逼 方 各 涡 方 程 ， "第 一 类 控 格 明日 方 青 13 
摩 扎 的 实验 定律 来 补充 。 

对 理想 约束 的 概念 作 了 这 样 的 一 些 解释 之 后 ， 这 个 概念 在 实 
际 上 就 能 够 普 沁 适用 了 。 

仁 后 我 们 永远 候 定 加 在 系 缮 上 的 一 切 灼 来 是 到 起 的 。 


8 3. 动力 学 莹 通 方 程 .第 一 类 拉 格 朗 昌 方程 
对 于 非 日 由 质点 系统 ,下列 方 程 成 记 : 
map, =F, + R, (v=1,., N), (1) 
式 中 m6 是 第 ?个 质点 的 质量 , ww， 臣 忆 的 加 速度 ， 而 FF, 和 R, 分 鸣 
是 作用 在 这 个 质点 上 的 主动 力 的 合力 和 反 力 的 合力 (v=1,…,N)。 
由 于 糙 束 是 理想 的 ， 所 以 ， 在 系统 的 任 一 位 置 ， 对 于 任何 上 错位 移 
名 有 


N / 
> 及 ,jir, 一 0 (2 ) 
二 1 


由 方程 (1) 解 出 R,， 代 和 大 上 式 ， 兰 干 所 得 等 式 的 两 侧 同 乘 以 一 1， 
即 得 ， 


| 
> (F,—m,w,) er,=0. (3) 
v=1 


等 式 (3) 称 为 动力 学 普 吉 方程 。 这 个 等 式 表明 : 在 系统 运动 的 
任 一 时 刘 ， 寺 到 人 和 慢性 力 在 任何 帮 位 移 上 所作 之 功 之 和 为 

因此 ,与 已 知 主动 力 F.(v=1， 入) 相 适 应 的 、 为 移 束 所 容 
许 的 任何 运动 恒 满足 动力 学 普 副 方程 。 

反之 , 假设 给 定 了 系统 的 某 一 为 约束 所 容许 的 运动 , 它 满足 动 
力学 普通 方程 (3)。 于 是 ， 当 今 R,=m,rw, 一 Fv 二 1,，…, 入 ) 时 ， 
等 式 (和 (2 成 立 。 因此 在 任何 时 记 都 可 以 选取 这 样 的 灼 束 反 态 
R,, 按 等 式 (2)， 它 是 为 给 定 狗 东 所 容许 的 ， 而 且 在 这 样 的 反 力 之 

自 直 针 第 二 定律 所得 到 的 方程 (成立 ”我 全 认为 实际 由 丰 
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就 是 这 些 反 力 R,( “容许 反 力 可 实 现 性 假设 ' )， 因 之 ， 答 定 的 运动 
和 给 定 的 主动 力 F(t ro oa) (v 王 1,…, 入 ) 相 适应 。 因 此 ， 动 力 
并 轴 类 东 了 为 掀 所 突 款 的 运动 和 输 定 的 主动 力 条 FF,(w= 
入) 相 适 应 的 必要 充分 条 件 D。 
我 们 用 所 其 的 拉 检 明日 不 定 腰 子 来 来 反 反 力 R, 的 表达 式 ， 为 
此 光 写 出 确定 系统 各 点 脱位 移 的 关系 式 ( 见 § 2)， 


Sa 7,=0 (a=1,.…, qd), (4) 
v==1 
< sy -0 (8=1,.….， 9g). (5) 
v 二 1 


将 等 式 (4)、(5) 分 别 乘 以 任意 数量 因子 一 A。 和 一 pw 大 与 等 式 (2) 
相 加 , 则 得 


F(R -3 2 让 1 )3r, =0. (6) 


三 1 


土 式 可 以 写成 如 下 的 展开 形式 ， 


NN 


- Af . * ) 
>(R， -- DI 一 Era {2},62,=0. (6") 


v=1 


其 中 《让 ,。 和 {2}), 代表 将 8 的 系数 中 的 字 屿 zx、4 分 别 代 之 以 入 
BB 和 z、C 而 得 到 的 表述 式 。 

由 $.2 关 系 式 (7 ) 可 将 3N 个 碟 增 量 57,, 5y,, iz, 中 的 d+g 
个 通过 其 余 的 n=3N 一 4 一 g 个 表 出 。 此 时 由 82 方程 (7) 中 “不 
独立 增 量 的 系数 所 栓 成 的 行列 式 了 不 等 于 零 。 

现在 来 选择 d++g 个 乘 数 入 。 和 As， 使 等 式 (6') 中 的 d+g9 个 
不 独立 增 量 的 系数 为 需 。 这 是 可 以 作 到 的 ， 而 且 这 些 乘 数 可 以 
唯一 地 和 令 俏 定 ， 因 为 由 待定 量 和 。 和 He 的 系数 所 粗 成 的 行列 式 等 


@ 不 要 忘 尖 ,动力 学 普通 方 程 (3) 实 际 上 并 非 一 个 方程 而 是 一 粗 方 程 , 因为 对 于 
任何 时 草 t 都 可 以 用 任意 的 弄 位 移 来 代 灼 方程 (3) 中 的 jrv(z= 卫 …)。 
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十 yJ 坷 0。 确定 了 这 些 乘 数 之 后 ，(6") 式 中 剩 下 的 就 只 是 包含 独 立 
增 量 8x,, 89。, 3z。 的 各 项 了 。 而 这 些 独 立 增 量 的 系数 也 应 当 等 
于 者。 
换 外 话说 ， 适 当地 选择 不 定 乘 子 和 和 js 就 可 以 使 等 式 (6”) 
中 的 全 体 数量 系数 , 亦 即 等 式 (6) 中 的 念 体 矢量 系数 等 于 零 。 于 是 ， 
得 到 
R, = Sh, 3fe ,Spo ly,, (v=1,.…,N). (7) 


外 于】 B=1 
我 们 得 到 了 以 拉 格 朗 日 不 定 乘 子 和 As Mal(Q=1, 一 
9g) 表示 的 关 寺 理想 绚 束 的 反 力 的 一 般 公 式 。 
酝 R, 的 表达 式 (?) 代 入 方程 (1), 就 得 到 所 请 第 一 类 拉 格 朗 日 
方程 外: 


mb, 一 FF, + 2/ + Sp (PT N). (8) 
在 这 些 方程 中 ， 还 应 当 补 充 以 物 束 方程 : 
fh) =0°, Sst Ds=0 (a=1,.°,0; B=1,.,9). (9) 
1' 二 1 - 


每 个 火 量 方程 都 可 以 用 沽 个 数量 方程 代替 。 方 程 (8) 和 (9) 可 
以 看 作 是 关于 3N +adA9g 个 未 知 数 zw 和 om 的 3N 二 ad 十 
十 9 个 数量 方程 。 对 这 些 方程 进行 积分 就 得 到 有 限 形式 的 运动 方 
” 程 ,同时 由 方程 (7) 可 以 求 出 物 束 肥力 。 但 是 , 由 于 方程 个 数 多 , 对 
于 这 些 方程 进行 积分 通常 是 很 困难 的 , 因此 , 第 一 类 拉 格 朗 日 方程 
实际 上 很 少 被 采用 。 

。 @ 这 些 方程 全 由 法 国 数学 家 和 力学 家 扩 阁 期 日 在 共 名 著 “分 析 力 学 ”中 提出 。 
这 部 著作 发 表 于 1788 年 ( 俄 寻 本 第 一 爸 于 1938 年 出 版 ， 第 一 党 于 1980 年 出 版 )。 宅 
首次 明 述 了 分 析 力学 的 基本 理论 。 


” 此 处 原作 为 falrv) =0, 可 能 起 笔 谨 ,为 使 朋 后 一 致 , 忻 者 将 其 改 为 falt, ry)= 
=0, . . 
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在 $6 和 $9 中 我 们 将 得 到 关于 完整 系统 的 第 一 类 拉 格 朗 日 日 
方程 以 及 关于 非 完整 系统 的 阿 沛 尔 方程 ; 在 这 些 方程 中 ,未知 数 的 
个 数 ( 因 而 也 就 是 方 程 的 个 溉 ?本 于 3N 一 中 上 比方 程 租 (8) 和 (9) 少 
20 十 g 个 。 z 


例 ， 酚 个 质量 均 为 加 = 工 的 重 质点 M1 和 M2, 由 一 不 变 长 刻 1 的 杆 相 联 
结 , 杆 的 质量 可 以 略 去 不 计 。 敲 此 质点 和 柔和 坑 仅 能 在 狼 垂 平面 里 运动 ， 而 县 杆 
的 中 点 速度 必须 党 杆子 方向 。 求 质点 Mi 和 MM, 的 运动 。 

合 质 点 Mi 和 M; 的 坐标 分 别 为 wb yi 和 za yz 则 约束 方 穆 可 以 写作 


[Crm)?+ (ya—Y1)— L121=0, | 


(10) 
Cp2— T(t ya) — (zs +t) mW) =0. | 
带 不 定 乘 子 > 和 “~ 的 拉 格 朗 月 方 境 具有 如 下 形式 ， 
1 一 — (ra ~ TX1) — (Ys — 1), | (11) 
Yi= —9—AY2—Yy1) + u(r — 1) 
和 
Ts = A(T md) — ny — Yi1), 。 | (12) 
= g++ 和 (yz —Yi) + n(x — Xx1) 
由 方程 (11) 霸 洪 虑 到 (10) 式 的 头 一 个 方程 郎 可 求 得 入 和 
~ 
(13) 


p= (ra — x1 ) 一 坟 [(ya- YR — (Cra — £1)Y1. 


注意 , 如 果 在 方程 (11) 中 以 一 和 代入， 以 2) 从 y | 我们 就 可 以 得 到 方程 
(12), 因此 , 由 方程 (12) 确 定 和 #5 时 就 得 到 


y ,。 ,， 
入 二 77 (Y2 —Yy1) + 二 [(z2—o ) 和 2 十 (Yo —Y1)92]， 
g ,i 1 人 
内 一 72 (2 一 21) 一 33L(Yy2 —Yy1) Xo — (To — 71)Y2]. 


” 合 公 陈 (13) 和 (14) 中 关于 和 和 # 的 相应 玫 达 式 彼此 相等 ， 基 种 沟 变 换 之 后 便 
得 到 
(Fa EY —Y1)— Yomi) ra — 7) =0, 
| Gap) 
《za 十 站)(Cza 一 21) 二 (27 十 Vi1)C2a2 一 Y1) 十 29 (vy, 一 Yi1) 一 0. 


为 简便 计 , 爸 
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w= DEY Yi P= Y= + yy 
荐 方程 (10) 和 方 种 (15) 可 以 写作 
w=， 
UV — Wd =0, | 
Pv— Wu=0, 
Put+Qv+2gv=0. 


(17) 


(18) 
(19) 


等 式 (17) 玫 明 在 (w 29) 平面 上 坐标 为 如 2 的 点 滑 以 床 点 为 中 心 以 ) 为 生 
” 径 的 圆周 运动 ， 且 共 加 速度 永远 指 同 风 心 。 但 这 样 的 运动 必然 是 等 速 的 ， 因 


it 


w= lcosyp, v= lsing, p=0=const, y=at+t+h. 
根据 等 式 (18), 可 让 


p= = 


将 上 式 代入 等 式 (19) 并 考虑 到 等 式 (17) 和 (20) 便 得 到 
f +Po=), Bh f= — 2gsing. 
人 df i: 2 2g 
一 = — siny, 一 人 20s9 十 27 
因此 , 根据 等 式 (20) 和 (21) 便 有 
P=2(7+ cosy)eosy, 8@=2(7 十 二 cosp)sing。 


积分 之 ， 即 得 : 


zi 十 zs =| Pat = 去 | Pds = ging + 让 singeosy 十 号 9 十 25， 


如 十 多 一 -eosy 一 与 coss p 十 28， 
贝 等 式 (16), 《20) 和 (C23) 最 后 就 得 到 


Y . yg . 9 l 
24 sng 十 50z SLCOS 中 5azy 一 六 CO0S9 十 2 


Y gg i ,， 
41 CC >》 202 7 oy te 


Y . ， 7 
22 Siny + sing cosy 十 5 Tmeosyt+o, 


7 9 1 
yz 一 pocos stasinyte, 


p=0t 二 8 


(20) 


(21) 


(22) 


(23) 


(24) 
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§ 4， 虚 位移 原理 . 达 朗 伯 原 理 


如 果 系 统 于 初始 时 记 处 于 基 位 殴 且 各 点 速度 为 敬 ， 而 在 其 后 
的 全 部 时 间 里 恒 处 于 此 位 置 ， 则 这 个 位 置 称 为 系 薄 的 平衡 位 置 。 

系统 的 位 置 允 (v=1,…, 入 ) 在 而 且 仅 在 “运动 ”r,(1) 三 7? 
(v= 二 1,…, 入 ) 满足 动力 学 普 沁 方程 的 情况 下 才 是 下 衡 位 置 ， 即 在 
条 统 的 这 个 位 置 上 


nN 
>_F,8r,=0. (1) 


靠 式 (1 本 地表 出 了 内 位 移 床 理 。 

系统 的 某 一 〔 符 合 物 束 的 ) 位 总 是 平衡 位 置 的 必要 充分 条 体 
是 : 在 此 位 置 主动 力 在 系统 的 任何 处 位 移 上 所 作 之 功 之 和 为 性 。 

虑 位 移 原 理 通 常 多 用 于 举 稳 约束 。 恕 困 税 束 是 平稳 的 , 划 “ 符 

全 约束 一 鹿 是 指 系 统 的 位 由 湖 中 有 限 和 约束 。 至 于 微分 约束 , 由 于 

它 对 于 速度 是 线性 齐 次 的 , 又 因为 我 们 假定 了 ,==0(v=1,…, 入 )， 
所 以 对 于 平稳 情 况 , 它 是 自动 满足 的 。 

-如 朱 鸥 束 是 非 平 乞 的 ， 则 符合 狗 束 "的 意思 是 指 对 于 任意 的 
讨 疝 #1; 当 在 约束 方程 中 今 m= 四 和 思 =0(= 二 六 ) 时 物 束 
方程 被 满足 。 应 该 注意 , 在 这 种 情况 下 ，t 不 同时 , 虚 位 移 8r,(>= 

, 入) 也 可 以 不 同 。 
在 一 般 情 况 下 ， 力 F, 有赖 于 tr, (j=1,…,，N): F,= 
= 了 (tT.) (Vv 二 1…, 入 )。 此 时 , 竺 式 (1) 指 的 是 ， 当 在 FF, 的 
此 达 式 中 分 人 全体, 二 rs、 全体 一 0 时 ， 它 对 于 任意 的 时 剂 1 都 
在 映 阐 单 特 狐 情 况 的 吕 位 黎 原 理 ( 在 由 于 竺 稳 采 委 时 往往 又 称 为 可 胡 
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位 移 原 理 ) 在 伽利略 时 代 训 以 “力学 金 秆 "之 名 为 人 所 知 @ 。 . 

假 议 在 无 重量 杠杆 玖 请 输 ( 无 靡 所) 的 两 端 有 四 了 和 天 的 
作用 下 处 于 平衡 。 以 Fi 和 Fz 吕 这 两 个 力 沿 共 可 能 雪 还 的 切线 分 量 , 以 51 
和 51 记 相 应 的 可 能 元 位 侈 , 划 由 等 式 (1)， 将 刻 到 符号 , 使 有 


F511 = F651,, 

Bh 
5l1 __ 7" 
6l, FS 


(得 之 于 力 失 之 于 位 移 , 反之 亦 然 , 此 如 “力学 金 律 ”)。 
藉 位 移 原理 是 分 析 静 力学 最 普通 的 原理 。 根 据 这 一 原理 可 以 
得 到 任何 具体 机 械 系 统 的 平衡 条 件 。 
”例题 1， 根据 竺 式 (1) 来 推导 通常 在 力学 性 科 书 中 用 几何 静 力 学 方法 
竺 到 的 自由 刚体 平衡 条 件 。 以 v。 表示 刚体 上 任 一 点 的 速度 ,w 表示 和 角速度， 
F 和 z。 分 别 表示 作用 在 刚体 上 的 外 力 季 对 极点 0 的 主 矢 量 和 主 短 ， 并 令 网 
体 上 的 作用 力 在 刚体 的 任 伺 匹 限 小 位 移 上 的 元 功 表达 式 @ 等 于 零 ; 


6A= (Fy,+Lw)dt=0. (2) 
出 失重 w 和 w 的 任意 性 可 知 , 当 而 且 具 有 当 
F=0, L,=0 (3) 


时 , 等 式 (2) 圳 成立 。 等 式 (3) 部 自 县 由 虽 体 平衡 的 必要 充分 条 件 。 

念 此 可 得 非 自 册 曾 体 的 斑 衡 条 件 。 例 如 ， 假 设 点 0 是 固定 的 , 则 wm = 0， 
因而 等 式 (2) 变 为 54 = Lowdt = 0。 于 是 ， 四 大量 名 的 任 堂 性 旷 得 所 需求 的 
平衡 条 件 : L。 =0。 


由 和 贫 利 略 把 “力学 金 律 ” 的 论证 归功 于 亚 里 词 多 德 。 虚 位 移 的 一 一 静 表 焰 首 次 网 
之 于 移 翰 伯 努 利 的 著作 (1417 年 )。 

因 等 式 54=(Ceoo+ELow)dt 可 以 按 如 下 方式 得 到 : 以 Fi 表示 作用 在 刚体 各 点 
的 力 ,ri 和 vi 分别 表示 力 Fi(i =1,2,…) 作用 点 的 疾 径 (由 物体 上 0O 点 所 引出 的 ) 和 
有 名 许 , 才 以 符号 X 表 示 秋 量 积 , 于 是 , 便 有 
684A= Fd Fw txt 


-[(Er )vota > 
但 是 ， 按 牛 帧 第 三 定律 ， 刚体 为 力 的 主 关 量 和 主 短 是 蒜 于 等 的 , 因此 ， | 


> Fi=5, >_rixFi=Lo. 
‘ z t 
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如 果 并 体 只 能 比 固 定 埋 (其 单位 矢量 为 e) 往 动 ， 则 等 式 (2) 变 为 54 = 
=Lowedt =0 的 形式 , 了 于是， 由。 的 任意 性 得 后 衡 条 体 工 ,=0; 这 里 Ls= Le 
契 外 力 对 于 二 4 的 主 算 。 

2， 求 在 重力 作用 下 任意 非 自由 阐 休 系 委 的 平衡 条 件 。 以 必 表 示例 部 物 
体 的 总 质量 ， 以 zo 卖 示 章 体系 太 重 心 的 欠 直 绝 标 (假设 z 十 的 方向 乌 址 向 
下 )。 于 是 , 由 等 式 (1) 得 

6A=Ny5g.,=0, 
内 而 系 综 的 平衡 条 件 共 有 如 下 形式 : 
S20c=0. (4) 

办 此 , 在 重力 作用 下， 物体 系统 的 平衡 位 葵 是 : 重心 最 低 的 位 库 、 重 心 最 
高 的 位 功 、 重 心 锥 盏 华 标 取 过 上 留 值 的 其 它 任何 位 次 (“ 托 里 拆 利 原 再”)。 

3， 琐 端 辕 定 的 均匀 重 链 在 平衡 时 的 形状 。 将 均匀 重 链 看 作 刚 体 ( 链 环 ) 
系统 , 使 可 写 出 关系 式 (4)。 上 以 0xz 为 锥 直 平 面 ，: 为 给 直 轴 ( 见 图 9) 期 


但 由 于 在 移动 时 链 长 不 变 ， 所 以 条 件 


(4) 可 以 写成 
5|sds =0 5) 
A1(X4Z1) 的 形式 。 这 个 关 柔 式 还 可 以 改写 为 
D 区 的 CN 2 ,, 
加 1+() ds=0. (5') 
由 变 分 学 可 知 , 在 通过 已 知 两 点 的 曲 米 类 z= 了 f(z) 中 ,使 积分 
2& 2 DT ， 
| F(z ys es 


取 极 值 (严格 地 褒 应 当 是 逗留 值 ) 的 曲线 , 也 就 是 使 
8 | Fds=0 
的 曲线 , 应 当 满 足 微分 方程 


@ 这 个 方程 代 由 欧 拉 得 到 。 关 于 蕊 的 的 导 见 第 85 页 的 脚注 和 第 87 真 上 的 注 。 
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dar oF Pr 
dap ar _1 -全 
nz 27 dr (2 > (6 ) 


在 我 们 的 装 花 中卫 = | + 可】》。Wb 方 各 (6 有 如 下 的 形式 


a 1g 
jz| < /rE - (7) 
+ (多 
”由 旺 郎 得 : 
: de 
4 这 已 
| dz 2 
V + (¥) 
部 
dr 6 


其 中 6 是 任意 常数 。 将 上 式 积 分 序 得 县 链 线 方程 : 
2 一 3 Lee 十 er -ae], (9) 


式 中 任意 常数 。 和 由 固 完 端 条 件 来 决定 。 因 此 , 均 句 重 链 不 衡 时 的 形状 为 
晤 键 线 ” 。 

4 不 变 的 于 面 图形 可 以 用 共 
下 二 太 和 4 各 辣 问 定 曲 米 滑动 ,而 


面 内 。 我 们 来 股 明 存 怎样 的 力 环 作 
用 下 这 图 形 才能 处 于 平衡 (图 10)。 ”分 ~ EE 


因为 作用 在 图 形 于 的 力 , 除 主 
动力 F 而 外 , 还 有 二 个 沿 册 活 法 结 图 ”10. 
方向 的 反 力 , 因此 , 这 三 个 力 的 作用 线 应 证 相交 于 一 点 。 换 介 话 洽 , 力 严 的 作 
用 线 应 当 通 过 曲线 上 4、B 两 辟 注 税 的 诡 反 ， 即 力 刁 的 作用 线 成 该 通过 图 过 
的 斌 时 速度 中 心 CG 。 


ee 


中 佑 利 略 鲁 经 认为 艾 习 重 链 平 衡 时 的 形状 是 拓 已 线 。 俩 利 略 的 钳 作 由 囊 更 斯 
予以 更 正 。 
二 ” 力 F 的 大 小 和 方向 可 以 是 任意 的 。 
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出 训 能 位 称 原 理 也 可 以 得 到 同样 的 结果 。 齐 实 上 , 若 以 0 卖 示 力 已 作用 

线 上 上 的 任意 一 点 , 期 出 条 件 54 = Foodl =0 可 知 四 上 已 让 内 之 疼 形 的 嚼 时 速 
府中 心 信 于 力 玉 的 作 几 缆 上 。 

.车 干 几何 应 用 。 我 们 从 预备 知识 开始 。 假 设 在 平面 上 兴 定 了 一 条 曲 

0 各 一 点 也 (在 特 儿 稍 况 下 , 曲线 C0 可 以 退化 为 一 个 点 )。 由 点 P 作 曲线 C 

的 法 线 , 并 以 了 记 曲 钱 0 向 其 法 德 到 点 一 的 距离 , 即 7=PoP( 图 堪 )。 今 在 P 

点 六 下 黎 PoP 作用 一 力 丈 ; 如果 力 开交 方向 党 Po 到 了 的 方向 ， 我 们 就 认为 

F'>0, 反之 ， 名 认为 <0。 力 下 的 元 功 等 于 54=F(dro 芋 dr)。 借 dr 是 两 个 

元 位 称 之 和 : 一 个 是 治 直线 PP 的 位 移 ( 这 个 位 称 的 大 小 等 于 dr), 另 一 个 则 

是 由 于 直 钱 PoP 的 入 动 站 起 的 已 氮 他 移 。 后 一 个 位 移 和 dro 一样, 都 垂直 

于 直 米 PoP) 序 乖 相 于 力 互 的 作用 业 。 因 此 @， 

5A=Far. (10) 

假 识 在 同一 平面 上 有 % 条 曲 炮 01025…; 0% 和 一 点 PP。 以 yy Troy 了 

天 示 由 点 P( 沿 法 各 ) 到 这 些 曲 线 多 的 路 离 (图 12 对 应 于 n=2 的 情况 )。 我 
们 来 堵 在 同一 平面 上 由 方程 @ 


人 er 
02 
A. 
A 和 
2 
1 2 


| 
Ci /aM 


11 本 12. 


四 当 则 嫉 C 进化 为 一 点 时 , 公式 (10) 就 答 出 关于 中 心力 之 功 的 表达 式 。 

@ ”此 线 C1,0z,…, Cw 中 的 某 毕 条 (或 至 部) 可 以 退化 为 点 。 

电量 7p72 077 中 的 得 一 个 甫 是 局 于 的 两 个 和 苦 卡尔 伐 标 的 函数 , 因此 ， 方程 
(ti 是 一 条 平面 划 栈 。 
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fry ro rn)=0 (11) 
所 确定 的 曲线 也。 
我 们 来 指 旦 怎样 本 扼 方 标 (D 作 曲线 已 上 上 一 辟 厂 的 法 线 。 
当 氮 王 泊 曲线 五 作 任 何 碟 限 小 位 移 时 和 瑚 有 


2 


S12 gr,=0, (12) 
or 
一 卫 
现在 在 了 点 沼 各 个 法 钱 7 分 别 作用 一 力 醒 = 六 Ci=D won。 于是， 等 式 
(12) 便 可 以 写作 


广 
> Fdr7i =0, 


= 

根据 前面 的 项 备 知识 , 这 就 考 示 当 点 三 冰 曲线 厂 作 任意 位 移 时 ,有 力 书 b 天 >， 
FF, 所 作 之 功 之 和 为 壳 。 这 赃 明 可 以 治 光 滑 曲 线 刀 移动 的 非 自由 质点 ， 在 力 
Fy Fa ;ws 作用 下 , 是 处 二 平衡 的 。 因 此 , 力 FF， Fo en 的 合力 沿 曲 钱 
也 的 法 焙 方 向 。 

于 是 , 对 于 由 方程 (1 所 表示 的 曲线 厂 的 法 线 ， 我 们 得 到 了 一 个 极为 简 
单 的 几何 作 图 法 。 

现存 来 看 几 个 特殊 情况 。 
.a) 曲 钱 了 是 糖 图 的 情况 。 此 时 G1 和 0 是 二 个 点 ( 糖 加 的 焦点 )， 方 程 
(1 了 1) 共 有 71 十 7 一 24 = 二 0 的 珍 式 ); 了 = 二 1, Ff,= 1 全 园 的 如 寞 大 一 候 以 天保 之 
章 夹 角 的 二 等 分 线 ( 图 13)。 


1 -fo =20 


图 13， 图 14 
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5) 妃 是 双 曲 线 的 情况 。 双 曲线 方程 为 : 71 一 ?2 一 24=0, 下 = Fy= 一 1 
由 作 :国法 不 难 淖 届 (图 二)， 发 曲线 的 i: 线 是 二 焦 扣 估 径 夹 角 的 二 等 作 分 萎 ( 丫 
渤 线 期 是 怎 训 人 尔 径 夹 结 的 衬 角 二 等 分 狠 )。 

c) 万 是 攀 物 线 的 情况 (图 1656)。 此 时 0 是 直线 ( 准 线 )， 而 01 是 一 个 点 
( 依 点 )。 抛物 洲 的 方程 为 : 71 一 ?7s。=0。 与 
双 曲 纹 的 局 有 吏 一 样 ， 由 作 图 读 可 以 看 出 ， 
抛物 线 的 切线 是 焦点 矢 径 r 和 到 准 线 的 
垂 线 了 2 之 间 夹 角 的 二 秆 人 


”” 表 议 虚 位 移 原理 的 方程 (1) 万 
是 动力 学 普 副 方程 的 竺 殊 情况 [网 


r=p 第 13 真 上 的 方程 (3)]。 但 是 ,动力 
萎 15. ”学 普 融 方程 也 可 以 看 作 表 述 虚 位 移 


卡 理 的 方程 , 它 硼 征 出 系统 的 这 样 一 个 中 衡 位 置 : 当 我 们 把 假想 的 
民 性 力 一 msao, 也 算 作 主 ;动力 FF， (二 1,…,) 的 一 部 分 时 所 得 到 
的 让 是 这 个 位 置 。 于 是 , 我 们 得 到 了 太朗 伯 原 理 ， 

达 朗 伯 原 理 ， 如 时 在 系统 运动 的 任 一 位 置 上 ， 对 作用 在 系统 
上 的 主动 力 系 补 加 以 假 想 的 展 性 力 时 ， 则 系统 运动 时 的 任 一 位 置 
都 可 以 看 作 平 衡 位 置 。 

达 朗 伯 原 理 使 我 们 可 以 将 解决 瞬 力 学 问题 的 方式 、 方法 用 于 
动力 学 问题 。 尤 其 是 , 使 我 们 可 以 用 静 力 学 方法 来 确定 动 反 力 , 事 
实 上 ,在 平衡 位 置 , 反 力 R, 仅 与 ,一 mw, 方向 不 同 : 

F,—maw,= — R, (v=1,.. ,NN). 
而 这 表明 
mw =F,+t R, (v=1,.…, N), 
也 就 是 说 , 用 太朗 伯 原 理 确定 的 太 力 R, 就 是 所 要 求 的 动 反 力 。 因 
此 , 对 于 前 述 达 船 伯 原 理 还 可 以 作 如 下 的 补充 : 
将 懂 性 力 看 做 作用 在 系 称 各 点 上 的 补充 主动 力 ， 则 给 定 的 动 


re rp We a a a 


力 汉 间 胃 融 可 以 有 信 是 一 个 新 的 静 力 学 间 题 ， 这 个 新 闻 题 中 的 静 


$ 4 虚 位 移 原 理 ， 达 戎 伯 原 理 2 
肥力 也 就 古 原 来 动力 学 问题 中 所 要 求 的 及 力 。 


我 们 用 以 下 的 几 个 例子 来 说 明 静 力学 方法 在 求解 动力 学 问题 
上 的 应 用 。 

例题 1， 装 了 水 的 煤 水 车 以 加 速度 ww 运动 。 要 求 确定 水 面 的 位 加 和 形 
状 。 
当天 加 速度 时 , 水 面 是 水 平 的 。 此 时 水 面 在 其 每 一 点 都 和 作用 在 这 个 点 
上 的 体积 力 ( 水 的 重力 ) 的 方向 付 直 。 如 i 果 看 每 个 元 质量 dm 上 附加 以 假想 的 
慎 性 力 QJ = 一 dmw 之 后 ， 这 个 静 力 学 结论 也 可 以 应 用 于 煤 水 车 作 加 速 运动 
的 情况 。 在 这 种 情况 下 , 水 面 仍然 是 个 平面 ， 这 个 平面 垂直 于 两 个 体积 力 的 
合力 方向 : 一 个 是 铃 埋 方 向 的 重 力 dimg, 另 一 个 是 水 平方 向 的 借 性 力 -dmw 


(图 16)。 水 面 与 水 平方 向 有 一 倾 狸 角 度 9) 而 tp = 二 


图 ”16. z : 图 17. 
2， 写 用 刚 出 休 绩 定 灿 娄 动 的 向 分 各 (图 17)。 在 每 个 元 质量 dm 上 加 


dmp¥ p= 一 ge pdam= —1s, 
式 中 了 =| ?dm 是 物体 对 午 辆 4 的 轴 动 恨 量 。 以 垃 示 作用 在 物体 上 的 
外 力 对 朝 * 的 主 短 8 。 于 是 , 按照 达 戎 伯 原 理 , 物体 在 合力 矩 Li 一 15 的 作 骨 


D 内力 的 主 答 等 于 零 。 
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下 就 可 以 处 于 平 衔 。 因 此 , 这 个 合 刀 答应 当 等 于 雾 ( 见 第 19 页 ), 即 
于 一 L,. - 


全 心间 瘟 加 一 到 粮 灿 两 端 山东 的 中 训 要 签 。 求 党 于 到 时 的 埋 藉 压 丸 。 
我 们 来 看 园 盘 上 各 个 元 质 量 dm 的 钼 性 力 dmw?r (图 18)。 这 是 个 汇 交 


力 柔 ， 各 个 力 的 方向 都 是 背离 粹 拙 的 。 这 些 力 的 合力 等 于 J=w? | ram= 


= fio2zro， 其 中 Mi 是 图 得 和 鸭 拓 量 ，rw 
=OC (0 是 图 盘 与 地 乒 的 交 反 ，C 是 图 
熏 的 几何 中 心 ) 现在 来 用 达 期 但 原理 
确定 大 在 以 下 三 种 力作 用 下 朝 承 上 的 
除 上 丰 力 : 1) 二 的 重量 Mg、2) 贺 盘 的 重 
量 Mig.3) 力 J =Miw? ro 。 / 

每 个 炳 承 上 的 压力 NN 可 以 由 如 下 
的 会 式 来 确定 : 


N= 广 (M+4MI) 9 十 元 Mio2rg 


图 “18. 
妆 图 提 的 几何 中 心 避 位 于 0 点 之 下 时 , 力 N 具有 上 刻 大 和 值 


Nimax 一 于 (型 十 型 9 十 二 Mioz00 


8 5， 完 整 系统 ,独立 坐标 . 广义 力 
假设 给 定 了 一 个 由 个 质点 已 , 粗 成 的 完整 系统 。 各 点 的 矢 
私 六 一 zi 十 加 了 2 四 (2 一 1 W)。 加 在 系统 上 的 有 限 狗 柬 为 
(rw 一 0 (a=1,.……, 0), (1) | 
或 (等 价 的 写法 ) / : 
: falty zo yo 25) =0 (= gd) (1') 
我 们 将 假定 3X 个 变数 ro yw zy=1，…, 良 ) 的 4 个 画 数 到 


@。 粮 轴 上 各 元 惯性 力 的 合力 等 于 只 ,所 以 来 子 考 处。 
Bj 是 惯性 缉 标 采 航 各 加 Oz, Oy 0z 的 单位 矢 电 。 
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是 独立 的 t 在 这 里 被 看 作 参 数 。 因 此 ,我们 可 以 由 方程 (1 将 a 
个 坐标 解 为 时 间 # 和 其 余 3N 一 d 个 坐标 的 函数 ， 并 将 这 3N 一 d 
个 坐标 看 作 人 确定 系 统 在 时 刻 1 的 位 置 的 独立 变量 。 
但是， 并 不 一 定 要 取 笛 卡尔 坐标 作为 这 些 独立 变量 。 可 以 将 
所 有 的 3N 个 第 卡尔 坐标 以 w=3N -4d 个 独立 参数 qq 和 1 
的 芳 数 形式 裴 出 : 
: ty = pst, gs gn)s Yo= t,t, qi, qn)) 
Zu = Xt, qn qx) (一 VD 
当 以 这 些 画 数 代入 葛 来 力 积 (1) 时， 方程 (1') 就 变 为 恒等式 。 
此 外 , 我 们 假定 邓 统 在 给 定时 麟 为 移 束 所 容许 的 任何 位 置 , 都 可 以 
从 给 gt qn 以 一 定 的 值 而 由 等 式 (2) 得 到 。 
等 式 (2) 和 如 下 的 矢量 等 式 是 等 价 的 : 
1 一 00 qn) (r=1,.…, N). (23 ) 
假定 数量 画 数 (2)[ 因 而 , 矢量 两 数 (2)] 是 连续 且 可 微 的 。 
吏 完 整 系统 而 言 ， 当 以 最 少 的 g9;， 通 过 公式 (2) 能 够 将 系统 的 
一 切 可 能 位 置 包括 无 余 时 ， 这些 9% 的 个 数 和 系统 的 自由 度 %= 
一 3N 一 4d 相等 ( 见 第 8 页)。 
公式 (2) 或 (2) 中 的 量 g1,…, qn(n 是 自由 度 ) 称 为 系统 的 独立 
对 于 每 一 时 刻 4 系统 的 可 能 位 置 入 n 闪 坐 标 空间 (qi,…, gx) 
中 某 区 域内 的 点 之 间 建 立 起 了 一 一 对 应 的 关系 。 系 就 在 时 到 t 
每 一 位 置 都 有 空间 (9 …, qs》 中 表示 系统 这 个 位 置 的 点 与 
应 。 汪 系 综 运 动 相对 应 的 则 是 些 标 突 间 (g1， …, qn) 中 的 点 的 运 


de a Tee ea ha Se Sapp ee gf hag /中 有 的 太 的 运动 。 


(2) 


四 ”在 相反 的 情况 下 , 例如 当 有 形 如 
fa=O(fy, fatyt) 
的 关系 存在 时 ， 旭 舶 束 之 一 (在 此 即 廊 =0) 或 者 与 其 余 的 鹊 束 矛 盾 [ 当 0200,…., 0, t) 
去 0 时 ], 或 者 是 其 余 欧 束 的 推论 [ 当 (2(0,…, 0,t) 三 0 时 ]。 
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如 有 果 公 体 狗 来 都 是 平稳 的 ( 焉 稳 系 统 ! ), 则 时 间 不 显 舍 于 方 
程 (1)。 因 之 ,总 可 以 找到 这 样 的 一 些 华 标 gi1,…, gn, 使 得 在 方程 
(2) 中 也 不 显 含 时 间 t。 往 后 , 对 于 平稳 系统 ， 我 们 总 是 假定 独立 
坐标 g1，…, gw 正 是 这 样 选取 的 。 于 是 , 对 于 平稳 系统 , 公式 (2) 和 
(2 ) 具 有 如 下 形式; 
T= p(s Wh= (gy 2 = NX,(g) (2 一 1 TD)， (3) 
7 ,=7,(g) (一 全 N). (8') 
例题 1， 在 平面 里 运动 的 双 摆 有 两 个 自 山 废 ( 图 19)。 可 以 选 角 ” 和 角 
y 作为 独 开 坐标 91 和 42。 


图 “19. 图 ”20. 


2， 自由 刚体 有 6 个 自由 度 。 作 为 独立 坐标 ， 可 以 取 物 体 上 任意 一 点 4 
的 三 个 竺 卡尔 华 标 rz y4, 24 和 三 个 欧 拉 角 y 9 和 w 这 三 个 欧 拉 角 决定 了 
固 联 在 物体 上 的 灿 系 48wt 相对 于 固定 坐标 轴 系 0zyz 的 转动 。 

欧 拉 角 可 按 如 下 方式 确定 (图 20)。 由 4 点 引 三 个 轴 4z1, hy 4z1 分 别 
和 轴 0z, 0y, 02 平行 且 同 向 。 平 面 Aziy 和 平面 48 的 交 线 .4N 称 为 结 
缕 山 。 421 轴 和 47 朝 之 间 的 炎 角 9 时 做 " 章 动 角 ” 4zi 再 和 4N 地 之 关 的 


DD AN 灿 的 方向 是 这 样 定 的 ，4zi 灿 沿 最 小 角 4N 轴 轴 到 47 朝 时 ,转动 方 
向 是 反 时 钙 的 。 
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夹 角 疼 电 做 " 进 动 角 ;AN 朝 与 4 轩辕 的 夹 角 9 是 做 “ 目 加 

三 面体 0zy3 注册 0.z; 058,02 分 别 平 行 禾 动 x4，y4， 24 使 到 42 的 
位 莹 。 依 次 入 4z1 辆 几 过 一 角度 yy, 人 舱 AN 轴 转 过 一 角度 哨 矶 47 则 炉 过 
稻 族 9 三 面体 本 221121 代 加 天子 48w7 的 伍 遵 。 

内 J 上， zy49 ss 09 的 值 就 决定 了 三 面体 49 相对 于 三 面体 CXWHZ 
的 位 午 , 即 决 下 了 狂 定 刚 体 相 对 于 诛 坐 标 惠 系 的 位 芋 。 

主体 王 的 任 草 一 氮 可 由 其 坐标 # 5, 了 确定。 这 个 点 的 zx) 奶 8 坐标 可 以 
写作 量 zy y4 sy 9 的 本 数 。 例 如 , 由 图 20 不 难看 册 

5 一 24 十 SingSsia0T 二 ycosystng0 十 ycos0. 

对 永 和 忒 也 有 -与 星相 仿 的 、 略 为 复杂 的 公式 成 立 @D 。 这 些 公式 者 是 从 
式 (3) 的 特 夭 悄 浊 。 它 们 不 明显 地 包含 时 间 1。. 因 之 ， 目 由 阐 体 是 牛 稳 双 考 。 

我 们 注意 , 当 半 体 运动 时 , 量 cy ysy su y; 2 9 是 在 变 的 ， 同 时 ， 前 面 所 
讲 上 时， 把 目 0zyz 到 simt 的 过 得 本 以 分 解 为 三 个 了 和 二 个人 用] 吉利 分 
解 , 使 我 们 得 到 一 个 关于 闭 体 作 任意 复杂 (合成 ) 运 动 的 概念 ， 这 个 复杂 运动 
由 六 个 简单 运动 组 成 : 三 个 ( 沿 0 0y, 0z 则 的 ) 平 动 和 三 个 ( 绕 4zob AN, 4 
莉 h 久 7 生起 动 。 由 于 复 厅 运动 购 旬 速 庶 敌 于 各 分 和 角速度 的 矢量 和 , 所 以 

WwW=wytwodwo 《 生 ) 

其 中 wy wps Ws 分 别 招 加 4 4N 4AY 的 方向 ,而 且 wy=y, we= 9, wp 二 3 

3， 自 由 质点 有 三 个 自由 度 。 作 为 独立 坐标 可 以 取 点 的 香 卡 尔 坐 标 或 任 
何其 它 坐 标 。 在 取 人 性 坐标 7) 少 ;% 作为 gb da ga 的 和 钠 况 ,会 式 (2) 有 旭 下 形 
式 (图 21): 


站 图 21., 图 22. 


@D 例如 ,可 以 参 奢 CYCcn0B 上 .用 . ,Teopemtdeckar XeXxaEEKa，RMI. 一 区 . ) 1 944， 
第 77 页 和 83 页 。 、 
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P=7COSY, Y=rSINny, 2=28. (5) 
在 球 坐 标 7,y;y 的 情况 下 (图 22), 代 检 公式 (5) 有 : 
X=7C0OSYy SInp, Y=7sinysing, 2=7C0sy. (6) 


4， 丰 动 了 二 
(sw—at)’:+(y— 4) C86t)s =r? 
上 的 非 目 由 质点 作 。 此 时 n=2， 可 以 取 球面 上 的 多 朗 和 释 度 作 独 立 华 
标 ( 图 23); 


T=at+reosqicosg, Y=bt+rsingcosdg, =ct+r singy., 
每 个 坐标 g; 相对 记 的 有 它 自 己 的 广义 为 Qi 二 十 9)。 


广义 力 可 按 下 述 方 式 定 义 。 我 们 来 
看 主动 力 企 虹 位 移 上 的 元 功 : 


84= >_F,er,. (7) 


v= 


但 虞 位移 5r, 力 是 夯 数 mw (950) 的 
7 万 微分 [ 芭 当 t 被 固定 ( 泌 固 ”) 时 
的 微分 ] 中 : 


or, = Dasg(v=1 1,.%, N). (8) 


图 23. 9 
将 卖 太 式 (8) 代 天 公式 (7) 的 石 端 ,并 以 独立 举 标 g; 的 任意 的 
元 增 旦 sg = 2) 来 胡 示 主动 力 在 睛 位 移 上 的 元 功 : 


四 事实 上 , 将 图 数 mw( 折 gz= 卫 7) 代 入 葛 束 方程 /ae( 直 ma)=0(a= 卫 … 
g), 则 狗 束 方程 成 为 恒等式 。 将 所 得 恒 竺 天 的 上 固定 , 井 汲 项 微分 之 , 序 得 : 


3 


6rv=0 (& = 1, dd), (*) 
其 中 6rv (v=1,……,N) 是 良 代 分 但 方程 (* ) 和 第 6 页 上 方程 (7) 的 前 @ 个 是 一 样 
的 , 这 些 方程 确定 了 完整 系统 的 卡 位 移 。 因 此 ， 矢 径 的 电 微分 是 完整 条 绊 中 点 的 碟 位 
移 。 


< 
心 
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一 n NN 


TED -S(Tra)y -并 on: (9) 
v=1 i=l “+? i=1 “+=1 


式 中 8g; 的 系数 一 一 “广义 力 8 站 一 一 由 如 下 的 等 式 确 定 : 


.37， 一 1 .7 (10) 


六 当 注 意 ， 实 际 上 在 求 &i; 时 并 不 利用 公 \ 趟 (10)。 为 了 确定 QV; 我 
个 给 系统 这 样 一 个 错位 移 : 仅 使 第 i 个 坐标 gq; 得 到 某 一 增 量 ， 而 
其 祭 的 独 卫 坐标 体 持 不 变 。 然 后 计算 主动 力 在 这 样 特别 选取 的 位 
移 上 的 功 834;。 于 是 , 84; 二 018gi; 因而 
_ 4 
39; 
例题 5， 只 能 汕 地 平 动 的 刚体 。 此 时 %= 1 可 以 取 物 体 上 任意 一 点 
4 的 械 坐 标 2 作为 独 交 坐标 。 这 时 
34 一 到 50 ( 
式 中 六 是 作用 在 物体 上 的 全 部 主动 力 在 xz 轴 上 投影 的 和 。 显 然 , 六 就 是 关于 
举 标 2 的 广义 力 : 


0=X, (12) 
6， 仪 能 太 某 固 十 理 丸 粮 动 的 刚体 ,可取 适当 的 桩 和 角 # 作 独 立 坐 标 .于 是 ， 
44=L,,69, (13) 

其 中 Li 是 全 体 主动 力 对 炉 畏 的 力矩 之 和 , 而且， 
= 5,. (14) 


7， 自 由 嘲 体 。 我 们 取 刚 体 上 任意 一 点 4 的 三 个 毕 标 ys。 和 三 个 - 
欧 拉 角 yy, 2 作为 独 江 坐标 (网 第 28 一 29 真 上 的 例题 2)。 于 是 ， 杠 据 千 式 
(9), 
54=@osz 十 @y59 十 025s 十 @y5 沙 十 0o50 十 Gy59， (15) 
为 了 确定 zy, 我 从 给 物 体 一 党 策 之 元 位 移 。 于 是 ,51 6y4=684=0, y= 650= 
= 59 二 0。 因 之 , 354 二 @riz4。 二 等 式 (11) 相 比较 即 得 
Vz = 人 NX. 
三 此 相仿 , gy = 了 Ys 二 Z。 这 里 的 芒 , 了 , 2 是 作用 在 物体 上 的 全 体 主动 力 的 
二 天 量 在 x,y,? 加 下 的 投影 。 
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er = 


声 在 a 文 样 一 个 刀剑 禾 : 仅 使 ” 角 变 ， 而 作 持 最 4 24)0,7 

不 变 。 于 是 , 得 
54 = (dv. 

从 男 一 方面 来 看 ， 上 述 元 位 黎 下 是 物体 线 42| 下 的 加 动 。 因此 所 全 

13), 
Qs=L 

其中 [是 所 有 主动 力 对 421 出 之 知之 和 ， 而 精 d， 力 是 实现 屿 角 的 村 
而 1 。 

完 作 类 介 地 可 以 街 人 到 0 = 了 0 一 工 其中 Do 和 Lr 是 主动 力 对 AN 最 
和 47Y 生 之 知之 和 和 。 

和 诬 卫 体 下 主 开 力 的 元 功 吉 达 式 ' 见 沸 19 真 ) 色 

5sA=Rir,+L wat (16) 

世 可 以 得 到 广义 力 的 同样 的 表达 式 。 式 中 RR 和 Li 是 力 有 又 对 极点 4 的 主 矢 
量 和 让 所 。 届 于 @ 王 wy 十 好 十 六 天 公式 ,其 中 wu 一 网 = 有 oo 为 测 
人 :最 工 1 在 天 量 wy oo wr 方 由 的 授 影 全 有 等 于 Lv Ly Lp, 于 是 ;1h 公式 (16) 


A 


SA= Nrat yoy i+L5:a + Lydy +L,50+ Lodg. (17) 
将 表述 式 (17) 和 和 015) 加 坊 还 较 朗 可 得 出 广义 力 的 商 壕 式 。 
理 在 假 训 系 统 的 某 位 六 让 罕 稀 位置， 按照 上 蕊 位 移 原 理 ， 当 而 
凡 有 当下 式 成 并 时 闻 是 可 能 的 : 
2 


3A= S089 =0. (18) 


er 

伺 独 站 坐标 qi 的 增 量 89; 可 以 是 完全 任意 的 。 因 此 ， 等 式 (18) 和 
如 下 的 一 组 等 式 是 等 价 的 ; 

(一 0 (2=1,.…,n). (19) 

所 以 , 完整 系 葬 的 其 你 器 是 平生 位置 的 必 喷 充分 条 件 是 : 在 此 
位 置 上 夺 体 广义 力 等 于 适 。 


D 油 为 我 们 在 这 里 讨论 的 是 于 德 采 镀 , 放 可 将 竹 号 5 改写 为 符号 4， 反 之 也 可 
上 外。 于 计 dr4 = 5r4) 6 =ay = :yat, 80 =8at, 5p-—¥0t, 
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例题 & 按时 等 陈 (19) 自由 刚体 的 华 衡 条 体 可 以 和 写作: 

X=Y=2Z=0, Ly=Ls=Ly=0 (20) 
( 品 衣 例 )。 这 里 的 X,Y 了 ,2Z 是 作用 在 物体 上 上 的 外 力主 和 拓 量 R 在 坐标 朝 上 的 按 
影 , Lvw Le Le 是 这 些 力 的 主 给 工 , 在 不 共 面 的 三 个 轴 上 的 投影 。 因 此 ， 数 量 
入 让 (20)- 与 其 量 每 式 

R=0,L,=0 

征 等 价 的 。 此 邵 具 鲜 阶 体 平 衡 的 必 划 充分 条 件 ， 这 些 条 件 我 伴 便 在 第 19 真 
上 得 到 过 。 : 


8 6。， 独 立 坐标 下 的 第 二 类 拉 格 朗 日 方程 
我 们 从 动力 学 普 温 方程 


N 
ZF,—m,w,)dr,=0 (1) 


出 发 ， 来 着 手 推 导 独 立 举 标 41,…, qn 下 完整 系 纺 的 运动 微分 
方程 。 
在 上 一 节 中 已 经 得 到 主动 力 的 元 功 表达 式 为 : 


RY 3 
84= DF ,= SQ.8g, (2) 


| tl 
其 中 
一 or 
Qi= SF (Gi=1,..,n). (3) 
"1 qd 
可 以 完全 类 似 地 写 出 惯性 力 一 mzw,(v=1,…, N) 的 元 功 : 
~ 7 | 
4 一 一 > ?77 0, OF, 一 一 > ;30i， (4) 
r=1 i=1l 


和 和 表达 式 (3) 相 似 , 这 里 
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. Gi » 
但 速度 
Sr ar, 
Cg 
缕 性 地 使 加 于 dk (k=1, “NN)o 所 以 ， 由 .上 上 式 可 得 
or or (2=1,.…,%;v=1,.…, N). 
dq; 
田 一 方面 ; 由 同一 个 等 式 《6) 我 们 得 到 : 
De OT 9, _ A or, 


gg: 全 gage 全 9q:9t dt 9g; 


(2 =1,, NR; v= 1,……, N). 
因 之 ，2; 的 硼 达 式 (5) 还 可 以 写成 


d oT 
Fi = -mi Em ,了 =- 


人 


(2 =1,.…,n) 
的 形式 , 其 中 四 是 系统 的 动能 : 
1 < 
Tg me 


84-+ 64),=0, 
或 按 颖 式 (23) 和 (4) 将 它 写作 
SO B89 =0 Go 


tl 


(8) 


(97 


(12) 


因为 坐标 qi(5 三 1;…, 0) 的 增 量 bg; 是 完全 任意 的 , 所 以 当 而 


I 
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且 只 有 当 其 全 体 59; 的 条 数 等 于 窜 时 等 式 (12) 本 成 记 。 因 之 ， 动 
力学 善 通 方程 (12) 和 方程 名 
ZH;=0;, (t=1,.…,n) (13) 
签 价 ， 根 据 关系 式 (9), 方程 组 (13) 可 上 碎 写 成 如 下 形式 : 


d of 99D  ， . , 
、 - 一 一 -一 一 人 如， -一 C14 
(ff 9d, 30， v (3% ,1% ) ) 


方 种 (11) 称 为 第 “类 拉 格 朗 昌 塘 程 或 弄 立 坐标 下 的 撤 格 朗 昌 
方程 

最 市 全 一 0) 称 为 广义 速度 系统 各 点 可 度 mw 一 六 可 按 
公式 (0 以 义 速度 (以 及 独 鼠 人 素 标 和 时 间 ) 表 出。 量 9 = 二 
m) 称 为 广义 加 速度 。 


拉 格 其 日 方程 (4) 的 左 端 , 伦 完 万 的 运算 之 后 , 兰 包 售 时 扫 


上 、 上 义举 标 人 广义 速 谋 人 和 广义 加 速度 太 ( 一， 接 符 
朗 日 方程 石 端的 广义 力 4 (5 二 1，…, n) 通常 前 是 lqs， 46 人 = 
一 9) 的 区 知 淹 数 册 : 
Oi= Wilt, ge 98) (一 1 (15) 
拉 格 期 日 方程 (1 浆 成 一 个 包含 2 个 二 阶 和 党 微分 方程 的 矿 程 
条 ， 往 中 有 个 依 加 十 外汇 变 量 1 的 未 知 图 数 9:， 这 个 方程 组 的 
阶 数 汪 二 2%， 应 主意 ， 凑 定 自 由 认 完 整 示 统 运 动 的 微分 方 各 
的 阶 不 可 能 低 十 22, 因为 ,根据 变量 9; 和 4G2 = 二 1…, 8) 的 彻 汗 和 芍 
任 蕊 性 , 万 程 入 的 解 至 少 以 坊 也 合 2 个 任意 常数 。 因 此 ， 独立 从 
标 十 的 拉 格 郎 日 方程 粗 基 有 最 小 可 能 的 院 。 
在 非 白 由 邓 统 的 情况 下 ， 还 必须 确定 反 力 R, (y=1,…. Y) 
但 肥力 是 不 包含 在 拉 格 角 日 方程 中 的 ， 这 也 正 是 拉 格 户 生 方程 的 


@。 见 本 此 公式 (3 和 《6) 以 及 第 9 页 上 的 公式 (10) 和 第 27 页 上 的 公式 (2 人 )。 
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CO 


主要 优点 。 将 挤 格 朗 日 方程 积分 之 后 . 求 得 图 数 gt 一 工 …, 9) 
[将 认 数 qg;i 代 人 第 27 丰 于 的 公式 (2) 就 可 以 确定 7 了, 二 7, ()， 
因而 由 就 可 以 傅 定 性 一 站 以及 下 (Cr 交 ) (=l 
入)。 于 是 .未 各 反 力 就 可 以 出 下 并 未 得 : 
及 一) 和 一 下 (一 1. 人 ). (16) 
中 质 羡 系 弦 的 博 况 下 ， 拉 格 关 日 方程 力 是 任何 中 标 系 和 
路 运 尖 方程 的 完整 而 迷 烧 的 与 法 。 
例题 ，， 尘 体 绕 定 轴 “ 肘 动 。 我 们 取 赫 角 ? 作为 独 并 华 标 。 对 应 隐 


~ 


广义 帮 到 等 于 转动 力矩 已 (网 第 31 真 上 的 例题 6 )。 另 外 , 下 = 信 132， 其 中 
7 是 政体 对 肝 帆 的 转动 疏 量 。 
在 拉 格 其 日 方程 


a 3 37 
A do pe 
1, 以 
中 a a7 
条 二 DD Ey Q=L, 
代入 之 , 舍得 到 


下 


Wi 
uy 


Ty=L,. 
达 就 是 刚体 入 法 轴 的 粳 动 向 分 方程 。 
2， 在 平面 时 运动 的 双 数 学 摊 ( 图 24)。 
它 的 元 功 袁 达 式 为 : 


64=n062 T1062, 


NN 


其 中 z= lcosyg 22 = Tecosp1t lscosopo. 
算出 581 和 52， 是 得 


— (TmogliSngde Om— nad lo SN oo 609) 


z QQ! = — mim) gl Snes (= ~ m2g ls Sing2. 
男 外 ， 
,1 ».o0 ， 1 ， 
1 To miligi 十 天 9 Ml [1 191 十 l292 +21 {COs {Fr1”— 一 g2)9ip2] 
1 2 ,3 , > 1 2m2. 
= 十 ?20271791 十 Molilogligocos(p1--92) no tsp?. 


2 
第 一 个 拉 覆 期 日 方程 
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有 如 工 形 式 : 
Em Tmo ?DT pt Topacos (pi pa) + malilopige Sin{ pi — 72) = 
= (Ho Sny. 
绒线 注 生 晶 己 等 旧 对 应 于 华 机 : pz 的 第 二 个 拉 格 期 日 方程 ， 
号 本 下 这 a 在 球 坐标 中 的 运动 微分 站 方程 《 昌 第 29 冬 上 的 例 是 3 得 


第 为 页 二 的 图 22)。 点 的 速记 和 凑 于 如 下 三 个 速 床 的 矢量 和 :; :1) 入 向 速度 ; 
2) 人 
的 速 蘑 。 三 个 漆 次 是 相左 重 殖 的 , 收 


了 一 村 由 = Tm( r2 十 922 十 rr2Sin2p 区 2). 
为 了 和 到 三 尽力 间 ， 我 入 答 质 扎 一 祝 向 笃 的 位 疙 。 此 时 5-1=F3r， 其 
中 记 是 作用 广 严 在 疝 得 方向 的 投影 。 内 之 ,@,= 开 
也 , 芥 给 所 一 尖子 午 钱 网 元 人 位移。 于 是 ， 省 jy 5p 其 中 Fn 是 为 屎 
大 于 干线 切 缮 上 鸭 撑 影 中 。 因 此 ， 
Qo=For. 
-EE 村 i 仿 ， 
Qs = 1 sing, 
式 中 Py 是 力 怀 在 绰 绪 切 米 上 的 投影 。 
关于 坐标 7 的 拉 格 世上 方程 


有 如 下 的 形式 : 
JCY 一 r92 一 六 sin2gy2) 一 而 
对 于 华 标 ? 和 vy, 得 方 牺 : z 
m{ ry+2rp—? Singcospy’) = Fy, 
mrsingy t+2singry +2rceosppy)=P 


我 们 得 到 了 自由 质点 在 球 华 标 中 的 三 个 运动 微分 方程 。 


DD 于 看 黎 和 乔 线 汐 切 线 各 浴 华 标 > 和 的 增长 方 息 。 
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一 er 一 一 一 -一 一- 


§ 7. 地 格 记 日 方程 约 研 究 
为 了 建 江 拉 格 和 朗 日 上 方程、 首先 氏 吏 求 得 动能 作为 时 渴 了 [ 让 义 
坐标 gi 和 广义 速度 qi(1 = 二:….1R) 的 洲 数 表达 式 ， 它 可 以 写成 如 
下 的 一 般 形 式 : 


下 = 一] i Ag: : ot 
1 3 ~»- 
一 于 之 Cg 0i0i -10. (1) 
= 这 1 
这 里 的 系数 ci ay co 都 是 1 40da 的 南 数 :由 下 列 等 式 决定 : 
Or, OY, 
dip= > Mm, (4Kk=1,, 7) (2 
h 人 一 30， gr 3 ) 2 ) 
~ dr, dr 
Qi 一 :t=1,.…,n), (3) 
“一 9g, ot 
1 < adr, 
3 之 m,( 3 ) 。 (4) 


公式 (1) 表 明 ， 完 整 系统 的 动能 是 关于 广义 速度 的 二 次 (多 项 
式 ) 画 数 ; 


到 一 人 二 十 人 0 (5) 
共 中 
1 ~ 。 - 了 
《2 一 休 之 Qipqiqdi:, 4 = > 0igi 4 0 一 wo, (6) 
4 太一 了 i 


在 竺 稳 示 入 的 情况 下 , 如 像 在 $1 中 指出 的 那样 由 于 时 舞 不明 
显 地 包含 在 7, 和 g; 之 间 的 关系 式 中 .所 以 ， 


9r, 


a1 二 0 (v= 二 1,.…, NN). 


包 由 公式 人 2) 可 以 看 出 QQ 天 三 1 ,7)。 
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隆 是, 由 等 式 (3) 和 等 式 (4) 可 知 
Qo0=0, i=0 (一 二 和) 
因而 
T 一 和 一 总 > oakdigk 
t, b=1 
改 个 稳 系 税 的 动能 丐 】 义 速度 的 二 次 齐 次 图 数 ( 二 次 型 )。 
应 当 注 意 的 是 ， 任 何 ( 平 稳 的 或 非 平稳 的 ) 完 整 系统 的 二 次 型 
-7 总 是 非 奇 异 的 , 即 To 的 系数 行列 式 是 蜡 于 堆 的 : 


det (ain)® -1 十 0. (7) 
事实 上 , 如 水 
det(@in)#, ka1:0, . 
则 线性 齐 次 方程 组 
PairNs 一 0 (一 1 72) (8) 
p=1 
有 实 的 非 雳 解 。 


依次 以 习 租 (8) 各 方程 ， 兰 按 ? 从 1 到 %* 相 加 ， 划 由 公式 
(2) 得 : | 


nt 于 N z 
0= >_ aisNM = 3 ww- 


?二 1 £7 上 = 二 I r= 


b 二 1 i=1 
由 此 便 有 
> (v=1,..…, N). (9) 
t=1 t 


这 六 个 天 量 等 式 可 以 换 成 3N 个 数量 等 式 
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or, ny 9y, _ ee\ / 
57% PE 0 = (9") 


(y=1,……, N). 
人 3 vt ) 表 明 , 牙科 些 画 数 秆 障 


20 9dqn 
Oy .Oy 

9g1 " AQgn 

92z1 2 

Ag1 dg 

i C10) 
CEN ... Orn 

dg: “9gn 

9 ... On 

29g1” Bo， 

Oy .92ZN 

9d91 " 9gn 


的 各 列 是 线性 相关 的 , 即 这 个 丽 数 矩 障 的 秩 P 小 十 n。 因 之 , 在 全 
束 于 %* 个 变量 gy,…, qn( 将 看 作 参 数 ) 的 3N 个 丽 数 x1y iy st 
…, tw yy sw 中 有 PP 个 是 独立 的 ， 而 且 可 以 通过 它们 天 出 系统 各 
点 至 部 其 余 的 笛 卡 尔 华 标 。 但 是 这 和 系统 独立 坐标 的 最 少 个 数 等 
于 自由 度 % 是 矛盾 的 , 因为 p 过 2%。 因 此 , 不 等 式 (7) 成 立 @。 

不 等 式 (7) 所 表示 的 关于 二 次 型 Ps 的 系数 的 那个 性 质 是 很 重 
要 的 ， 和 4 后 我 们 将 不 止 一 次 地 要 上 到 它 。 应 当 注 意 ， 由 于 恒 有 
Ts>0 (Ts 是 当 移 束 被 “凝固 ”时 系统 的 动能 ! ), 所 以 由 不 等 式 (7) 


OD 在 个 别 ( 肝 蜡 ) 点 上 上， 画 数 答 阵 (10) 的 铁 可 能 小 于 nn。 在 这 些 奇 异 点 1 det 
(aip) ,1 一 0 是 十 能 的 。 在 我 们 今后 的 讨论 中 将 系统 的 这 种 奇异 位 置 除外 。 
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书 可 以 断定 ”一 次 型 rl 5- aindids 是 正定 的 , 即 人 , 宇 0, 且 只 
1»3 b=1 
有 当 合体 (i 一 1，…,) 等 于 老 时 才 有 Ts=0。 因 此 ， .关于 系数 
ip 有 如 下 的 赛 尔 维 司 特 不 等 式 吕 : 
CI ie (下 


Wi Hin ol on 7 (on 


之 0,，…， - [二 0. (11) 


和 


W100, 


Coal ‘on | 
nt Un Hn 
将 动能 的 表达 式 ( 蕊 代入 拉 格 朗 日 方程 


d aT 27 . 
Ee . | 晶 ! 里 19 
dt 9g: 30， Oy; (1 1, ,1 ) ， ( ) 


> ,QipGp 十 (xx] = Qi(t, qj 4;) (3 = yy %). (13) 
k=1 


这 里 符号 (**) 表 示 那 些 不 包含 坐标 对 时 用 的 一 次 导数 的 各 项 之 
和 。 布 同 同样 也 不 包含 二 次 导数 ， 因为 在 -- 般 情况 下 它们 和 莉 是 量 
t, gq» 9;(j 一 1,…,n) 的 丽 数 。 
”由 于 det(Qip)g=t 玫 0, 故 方程 (18) 可 按 二 次 导数 解 出 , 写成 
qi=0i(t, gn, Gp) (一 二 (14) 
的 形式 。 于 是 ， 如 像 常 微分 方程 理论 所 告诉 我 们 的 那样 ， 当 右 乡 
的 Gi 清 足 东 些 条 件 时 《这 些 条 件 在 力学 问题 中 总 是 假定 被 满足 


n 局 p 
六 1 ( ddr, ry 了 4 OF, di ) 四 , 
由 D1 2 (Sm Br ai > (> 85 人 =0 得 


于 一 J 一 1 


dar,, 
dgi 


一] 
是 , 由 不 笑 式 (7) 策 有 人 = 0G = 了 六 …m。 一 一 -性 者 注 

中 参天 , 例如 , .了 上 . 工 HTMaxep， 短 阵 论 ( 柯 召 改 ， 高 等 教育 出 版 证 1955 华 版 ) 
第 305 页 。 : 


Gi=0。 以 mv 可 过 这 竺 式 两 六 这 "从 1 庆 到 凶 从 Taongi- 于 
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Ce 


的 外)， 入 格 衣 日 访 程 对 于 预先 和 给 定 的 (t= =to 时 的 ) 任何 急 始 数据 
gi) gi (一 工 ， “1 1) 水 远 有 解 ， 而 且 有 唯一 的 解 。 对 此 ， 完整 系统 的 
运动 党 休 次 定 于 季 纺 的 初始 位 置 (99) 和 初始 速度 (名 )。 


$ 8， 总 能 量变 化 定理 ， 有 势力 ， 过 转 仪 力 和 耗 散 力 
若 广 义 力 与 广义 速度 无 关 , 即 


人 ;一 堆放 机 0 (2 一 十 ， 人 (1) 
并 存在 责 数 【T(t,q1,，…, gx) 使 
0 3 (2) 


期 力 &; 称 为 有 闵 力 , 而 网 数 11 称 为 力 的 势 或 势能 。 确 定 势 11 的 
和 舍 式 (2) 可 以 写成 如 下 形式 @: 


54= > 0i80;= — 81l. (3) 


i=} 
现在 我 们 来 看 除 由 势 1 所 确定 的 有 势力 而 外 ,系统 上 还 作 咱 
有 非 有 势力 


Yi= ilt, gn 9) (=n) (4) 

时 的 一 般 情 形 。 此 时 
dll .~ 
Yi= ~ 0+ Yi (5) 


拼 格 朗 日 方程 取 如 下 形式 : 


Q oT of _ 9lf 方 1 
dt dd: ， 30 一 Dot (一 ]， ) 1%). (6) 


分 召 表 示 总 能 量 , 它 等 于 势能 与 动能 之 和 : 


外 ,例如 ,图 数 Gi(i 二 1,…,n) 有 巡 缠 的 一 阶 偏 导 数 存 在 。 


te 
”@ 下 计算 外 微分 8 时 , 对 间 上 是 项 先 半 定 的 。 因 此 ,5 = 39391。 


t= 二 
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= 人 TD 十 11. (7) 


a 。 为 此 ， 先 来 找 伍 


我 们 来 计算 它 的 导数 -天 
Sa TN oT 
di i )+ of | 


EAE -和 十 二 一 of (8) 


-入 了 部 dt 360, 3 人 
注 深 到 人 二 Ds- 上 全 十 Te， 并 利用 拉 格 舱 日 方程 (6), 使 得 到 由 
arT_d. 931l ~ 
和 + 兽 + 避 (名 0) 
aT aT dl 3 ~. 
=2 -一直 到 CC 
rr (1 二 二 好) 十 本 rt > .00 (9) 
出 此 根据 等 式 (7) 最 后 就 得 到 . | 
ap i 
TT) + (10) 
f 到 二 
右 趾 的 
人 a 
% ,Qidg 本 
mr, 一 > 一 一 
人 ,di J (11) 


力 是 非 有 势力 8;(i 一 1,…,n) 的 功率 ,而 


~ 


蓄 
”对 于 mn 次 齐 次 函数 f(T1,…, xn) 有 欧 拉 公 式 > i= m/f, 将 这 公式 用 
i=1 


鲁 数 了 1 和 了 2 即 得 : 


OF 
3 -gi=272, > qi=T1. 
[和 


也 可 以 由 第 383 真 上 所 导出 的 关于 7?2 和 T1 的 宪 达 式 次 谤 来 验证 这 些 恒 等 式 的 正确 
性 。 
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IT 
> — 
3 (Ti +2T0) 本 《12 ) 


仅 对 于 非 于 稳 系统 才 异 于 零 (对 于 在 称 系 入 T=To=0， =0). 


在 势能 ft 明显 地 依 吏 二 时 间 的 情况 下 , 最 后 一 项 也 不 等 于 零 。 
公式 (10) 决 定 了 任意 非 平 稳 系 统 在 运动 时 总 能 量 的 变化 。 下 
面 我 们 来 考查 几 种 特殊 情况 
a) 半 稳 系统 。 这 时 


PS 0g+a. (13) 
=1 - 
b) 企稳 系统 ) 且 势 能 不 显 含 时 间 。 这 有 时 


史 - 六 0 Gi (14) 


tl 
对 十 这 种 系 桩 , 总 能 县 对 时 间 的 叶 数 等 于 非 有 势力 的 功率 。 

c) 休 守 系统 , 即 : 1) 和 未 统 是 于 稳 的 ; 2) 所 有 的 力 均 是 有 势 的 : 
3) 势 能 1 不 明显 地 依 轻 于 时 间 。 根 据 等 式 (10)， 对 于 保守 系统 
上 则 有 : 


a 
At 


-0 (15) 
即 对 于 系统 的 任何 运动 都 有 
EF= const =h. | (16) 
你 年 系统 的 总 能 量 在 运动 中 不 变 。 
等 式 (16) 称 为 能 量 积分 。 
如 术 非 有 势力 的 功率 等 干 老 : 
id 一 0， (17) 


$=1 
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则 称 其 为 近 转 仪 力 , 而 当 其 功率 小 于 或 等 于 大 时 中 


S04.<0, dd) 


i=1 


则 称 之 为 耗 散 力 。 如 果 势 能 不 皇 含 i， 则 由 等 式 (14) 和 (17) 得 


全 一 0, 因 此 , 对 于 在 明 转 仪 力作 用 下 的 平稳 系统 仍然 有 能 量 积分 
EE= const. 
如 未 在 这 样 的 对 乱 上 还 作用 有 耗 散 力 , 则 在 系统 运 动 时 
Co 
天 


印 总 能 量 在 运动 过 程 中 减 小 2。 在 这 种 情况 下 ， 我 们 将 系 纺 本 身 
称 为 耗 履 的 。 


员 在 平稳 系统 的 情况 下 ， 


> dr, = < ou 


i=1 


坟 Qt 除 上 式 各 项 则 得 : 


全 


Dr om 《省 ) 


| 


办 此 ,等 式 (17) 雪 示 贞 闫 有 势力 是 省 入 仪 力 的 条 人 


MN 
> Fv, —- 0, 
yy 一 了 


而 等 式 (18) 肌 宪 示 了 耗 散 条 件 
3 人 
DS_ Foov<0 
和 二 


在 非 芷 稳 系统 的 情况 下 , 等 式 ( * ) 不 成 立 。 这 时 5ry=dr， -Fdt, 由 等 


> Waid > Midgi 2 F (一 5 3F 好 )- Si 


t= 1 
包 ”有 耗 散 力作 骨 的 情况 下 , 发 生 能 基 论 散人 ( 耗 散 )。 这 也 让 是 < 耗 散 力 ?这 个 名 间 
灶 由 来 。 
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一 -一 一 -于 一 一 - 


在 关系 式 (17) 和 (18) 中 广义 力 Qi 与 广义 速度 有 关 。 我 们 来 
看 儿 个 重要 的 特殊 情形 , 在 这 些 畦 丈 情 形 中 , 广义 力 和 广义 速度 的 


关系 古 线 性 齐 次 的 。 
1°. 命 z 
Qi= DYinGg (t=1,.…,%), z (19) 
k=1 
并 设 其 系数 筷 阵 | ys 是 及 对 黎 的 : 
Yip= 一 Yi (i k=1, 7) 下 (20) 
此 时 , 力 (19) 是 迎 畏 仪态 。 
事实 上 , 在 这 种 情况 下 ， 
po di = > Yihgigdk 一 Sr > (Yipt VYpi) 9k 一 人 " 
= 上 本 二 4 天 


后 的 等 式 表明 系数 征 陈 | yi 的 区 对 称 性 不 仅 是 使 作用 在 平稳 
系 驻 上 的 力 (19) 是 过 圭 仪 力 的 无 分 条 件 , 而 且 也 是 必要 条 件 。 

例题 1. 对 于 千 稳 系 煽 , 机 时 类 利 斯 乙 性 力 是 角 辕 仪 力 。 事 实 上 , 作用 
在 邓 纺 已 ,点 上 的 哥 蛙 奥 利 斯 惯性 力 由 下 面 的 公式 确定 : 

F, = Om Xv, ). 

这 里 ms 是 点 P, 的 质量 , mw 是 它 在 所 计 论 的 非 恒 性 坐标 条 儿 中 的 连 度 ，w 则 
是 这 个 间 民 性 坐标 条 称 相 对 于 其 懒 性 坐标 条 二 的 灶 动 角速度 (y=, AN)。 
因 之 ， 


N 
人 Fo s= 0. 


v=1] 
2. 说 在 有 图 定 扩 0 的 刚体 上 作用 有 主 答 为 Lo=T(wiX ws) 的 一 些 力 ,其 
中 了 是 炖 量 , w= wi 十 ws 是 物体 的 角速度 。 这 些 力 是 届 粮 仪 力 , 因为 它们 的 功 
率 等 于 突 : 


Low 一 中. 


QW 对 十 反对 称 答 障 ix 恒 有 Yi 二 Ds 一 ]， 的 Nn)o 


$3. 总 能 量变 化 定理 ,有朋 势力 巡 转 仪 力 和 耗 散 力 47 
若 池 体 有 动力 对 称 辆 , 荆 是 对 对 称 辆 的 畦 动 慢 量 ，w, 是 绕 对 称 朝 的 目 塌 角 速 
度 , oi 是 进 动 角 速度 , 则 力矩 Co= Fol x wz) 称 为 好转 仪 力矩 。 因 此 , 构成 训 
赤 仪 力矩 的 力 是 也 村 仪 力帆。 
2 . 今 
Q;= — > bing (¢=1,.…,%), (21) 
p=1 


提 设 其 系数 朱 障 45ig1 是 对 称 的 , 即 
bin = bpi (i k=1,.…,n), C21) 


而 且 二 次 型 > biwqi9w 是 正 的 , 即 。 


3 后 一 荆 


之 ,pipGiqu>0 (22) 


和 下 一 圭 


于 是 , 对 于 平稳 系统 , 力 8; 的 功率 等 于 


之 ， Qi9;= 一 > Dipqidh < 0, (23) 
t=1 ss hi 
即 Q; 是 耗 散 力 。 
此 时 , 二 次 型 
R= biGids (24) 
生态 关 了 


称 为 瑞 利 耗 散 醒 数 。 不 难看 出 ， 广 义 力 (21) 可 由 瑞 利 耗 散 面 数 所 
如 下 公式 求 得 : | 

Qi;= - (¢=1, “1). (25) 
若 系 统 是 平稳 的 ， 且 势能 不 显 含 时 间 ， 则 由 等 式 (14)) (23) 和 (25) 
便 有 

pr ,010;= —2k. (26) 


四 此 朗 通 畦 仪 力 一 出 之 由 来 。 


48 第 一 瘟 任意 质点 系统 的 运动 微分 方程 


上 式 指出 了 瑞 利 两 数 的 物理 意义 : 总 能 晨 的 碱 小 速度 等 于 瑞 利 机 
数 的 二 售 。 
如 果 瑞 利 画 数 (24) 是 广义 速度 的 正定 二 次 型 ， 那 我 们 就 襄 能 
景 完 仿 算 散 。 此 时 , 我 们 将 系 太 称 之 为 定 耗 散 对 各 。 按 公式 (26)， 
这 种 系统 的 总 能 量 是 严格 递减 的 。 


作为 一 个 例子 ， 我 们 来 看 作 用 在 系 竹 各 质点 上 与 其 速度 一 欢 太 成 正比 的 
介质 阻力 : 


F,= 一 Bo (v=1,', N). i (27) 
王 时 。 
N | 
> _F,0,= -28B, / (28) 
v=1 
其 中 
LV 
R= 地 8 > 3 (29) 
bu=1] ， 
$ 9， 机 电 模 拟 


在 这 一 市 中 我 们 将 指出 ， 怎 样 才能 使 分 析 力 学 方程 不 仅 能 够 
用 了 于 机 械 系 统 , 而 且 也 能 用 于 电 的 和 机 电 的 系统 。 

我 们 来 看 一 个 由 电感 也 .电阻 丸和 电容 0 串联 而 成 的 电路 (多 
25)。 电 路 中 各 无 件 上 的 电压 由 元 件 两 端的 电势 盖 ) 和 电流 


(= 忽 , 4 是 荷 电量 ) 之 同 的 关系 分 别 为 : 
- ds 
4 一 元 一 一 w= Ri, w= idt (1) 


如 未 在 电路 中 还 有 电动 势 为 e (1) 
的 外 电源 ， 则 (1) 使 电动 势 之 值 等 于 各 
元 件 电压 之 和 即 得 : 


1 人 ++ 语 |idt=elt), (2) 


§$ 9. 机电 模 拟 + 4 


be) 


dg pdg, 9 
LET RtG A(t) (3) 

这 个 方程 力 是 对 机 械 据 动 方程 
a oad -cqg= Q(t) (4) 


的 模拟 。 这 里 电 戌 工 相当 于 惯性 系数 (广义 质量 )a, 电阻 及 相当 于 
耗 散 系数 5， 系数 方 (C 是 电容 ) 相 当 于 弹性 系数 c, 电量 9 对 应 于 
三 义举 标 9 电动 势 e( 六 对 应 于 广义 力 @( 纪 。 

另 一 方面 , 在 图 26 所 示 的 电路 中 ， 通 
过 电感 、 电 阻 和 电容 的 电流 将 汇 大 一 路 ， 
因此 


1 5 
将 上 式 这 下 局 分 则 得 
Od 1 du 1 di z 图 26. 


Ea A 
这 里 ,我 们 得 到 了 另 一 个 模拟 系统 ， 在 这 个 系 系统 中 ,与 坐标 9 相 


对 应 的 是 电 压 区 力学 系数 w， b, 6 被 0, 志 ， 二 所 代替 从 而 广义 力 


Q(t) 则 相当 于 量 包 。 


其 有 同一 方程 (准确 到 符号 ) 的 二 个 电学 系统 力 是 同 -个 机 械 


系统 的 二 个 不 同 的 电学 借 型 ， 
一 自由 度 机 械 系 统 的 动能 、 瑞 利 面 数 .势能 和 广义 力 


1] . 7 1,. 1 9 
一方 0 ， 下 一 204 ， nL 9 0=0(t) 


有 :第 一 个 模拟 对 统 中 对 应 的 是 


7 | 1 .2 1 》,* 1 
T=5L4, f= hg, HU =579, e=e(i)) 


00 ”、” 第 一 章 任 间 质点 采 业 的 示 动 彼 分 方程 


而 在 第 二 个 模拟 系统 中 则 是 


1 9 了 1 -0 ) ad? 
T=——Ou 玉 一 -一 一 1 [I == 4 一 一 。 
3 2R 2 ”Li 
此, 机电 模拟 系统 可 出 下 表 俏 
村 械 杀 统 ; | uu pb i 好 | T =ad? R= bg 开 = 二 cg2 
ef 1 1 1 1 
第 一 模拟 系统 : 9 | 工 | ER 6 Lg? | 林 4 9 
澡 一 槛 的 系 和 统 ， 7 | 了 工 | 二 宇 1 awe 站 
种 一 模 旭 系 箔 : 4 | C | 元 | Fo | 远 yu DR 2 


作为 一 个 比较 复杂 的 例子， 我 们 来 看 图 27 上 所 而 的 这 个 
电路。 


——— —— 一 -一 一 一 -Da 
Li 《2 《3 
© 3 C> > [23 , Cy 
OOO000 
ti Rh, 
图 27. 


我 们 按 第 一- 个 模拟 系统 写 拉 格 角 日 方程 ; 先 来 计算 如 下 的 量 : 
m= Li tt L(G ga)’, : 


RE=3 Rgi+ + Rg3+ 1 3sgs, 


2 
1 1 
7 G+ ood ( 01 一 0o) 
此 外 ，ea= es 一 0 我 们 还 假定 
el 一 4sin Ot. 


于 是 ,得 控 格 庚 日 方程 知 下 : 


§ 10. 非 完整 系 较 鸭 阿 沛 尔 放 程 “多 分 标 51 


eo— 


ek 时 了 1 让 
-RiG + 0 ——-0e= (2 
Lid1 + Rg " 5 和 G9? Asin 21, 


, . . 1 
losga 一 了 8393 十 上 go 十 一 一 02 一 


=0 
Cs ， 


1 
Or! 

Lysds 一 Losgs 二 Rsqst Fg 一 人. 
这 些 方程 正 是 图 27 上 的 电路 的 方程。 


§ 10. 非 完整 柔 硫 的 阿 沛 尔 方程 * 仿 坐标 
在 本 闻 中 我 们 将 导出 确定 非 完 : 台 系 统 运 动 的 阿 沛 尔 方 程 。 假 
设 在 非 完 吏 系 统 上 加 有 4 个 有 限 绝 束 和 5 个 微分 鸥 束 ( 另 $1), 
我 们 先 利用 & 个 有 限 物 束 将 系统 各 后 的 天 径 以 m(=3N 一 了 ) 个 独 
谍 坐标 go gm 和 有 时间 二 表示 出 来 ; 


Tr, 二 7,(t, di19*"* 2 dn) (v= 1,: "9 N ). (1) 
由 此 有 即 得 : 
， ar > 
y= G+ (v=1,., NN) (2) 
3 
sr = SIsg (y=1,…., N). (2') 
t=1 +? 


但 十 ， Y, FO 7 (pz 一 二 ”9 AN) 还 要 满足 微分 约束 由 : 


NN 
z 1 十 Do 一 0 《8 一 1 9) (3) 


并 中 lL;, 和 Ds 全 是 和 7 (了 一 工 ; "9 NN) 的 丽 数 。 
将 7, 和 7 的 表述 式 (1) 和 (2) 代 入 物 束 方程 (3)， 划 将 这 些 方 
程 与 成 如 下 的 形式 ; 


@ 将 图 数 (T 代 大 有 限 鹊 束 方 程 , 风 有 限 和 鹊 东 方程 变 为 恒 牧 式 。 因 此 , 在 引入 了 
表达 式 (1) 之 后 , 就 应 当 仅 只 考虑 微分 煌 束 。 


52 . 第 一 章 ”任意 质点 采 统 的 运动 微分 方程 ， 


Andit+ds=0 (8=1,.…, 9g)), z (4) 


式 中 9; 的 系数 4; 和 自由 项 4 都 是 二 和 gq1,…, gw 的 责 数 。 ， 

”因此 , 对 非 完 整 系统 , 坐标 q1,…, gw 可 以 取 任何 值 。 但 是 , 广 
义 速度 六 Gm 在 此 却 不 能 任 章 。 它们 之 间 以 关系 式 ( 们 相 下 和 狗 
制 。 现 在 假 届 形 如 (4) 式 的 9 个 约束 是 独立 的 , 于 是 , 可 出 方程 (4) 
将 广义 速度 中 的 基 9 个 ， 例 如 加 sb …，Gm 道 过 其 余 的 让，…, 9 
=m-g=3N-d-9g 是 系统 的 自由 度 ; 见 第 8 真 ) 来 表示 。 对 十 
速度 9,…, dw, 可 以 输 任何 什 , 而 且 一 经 给 定 ， 共 余 速 度 也 随 之 被 
决定 。 

但 是 , 按照 更 为 一 般 的 方法 ， 我们 不 取 % (nw 是 自由 度 ) 个 广义 
速度 作 独 立 量 , 而 是 取 这 些 束 度 的 菜 % 个 独立 线性 租 合 @ 
= fig: (s=1,.…,n) (5) 


作为 独立 量 , 其 中 太 是 1 和 gi1,…, gn 的 丽 数 。 
对 于 线性 型 (5)， 只 需要 加 上 一 个 条 件 : 这 % 个 线性 型 和 9 个 

线性 型 

之 48if (6 一 1 9) 

$l 
应 钓 成 一 个 具有 m(==n% 十 g) 个 线性 无 关 型 的 完 怒 租 ， 即 这 个 线 
性 型 的 系数 行列 式 应 只 干 零 。 如 此 ， 则 量 直 (8 二 1,…,n) 便 可 以 
到 任何 值 ， 因 为 对 了 二 这 些 量 的 任何 侍 ， 我 们 都 可 以 由 线性 方程 组 
(4) 和 (5) 解 出 与 之 对 应 的 0 = 二 1,…, m) 来 ,而且 


社 
Gi= > 他 ,十 用 (3 一 1 2) 9 (6) 
$s=1 


@ 为 方便 计 , 我 们 将 生 性 灯 合 (5) 起 作 二 ，， 虽 然 符 号 rs 本 身 可 能 没有 音义 , 因 
为 等 式 (5) 的 右 端 可 能 厅 是 全 导数 。 


$ 10， 非 完整 系统 的 阿 闹 尔 方程 ， 伪 坐标 53 
其 i his 和 hi: 种 起 各 dd 的 交 数 。 
我 们 把 作为 广义 速度 线性 型 的 量 7, 称 之 为 伪 速 度 , 而 把 符号 
Ts 草 称 ra 为 伪 坐 标 (s 二 1,- ” “, %)o 和 性别 起 Ts 可 以 整 是 革 些 三 尺 
速度 。 在 一 般 情 形 , mn 个 量 方 和 则 以 关系 式 (5) 和 (6) 相 互 
关联 。 z 
为 了 得 到 微分 移 束 加 在 上 错 权 移 Eg; 上 的 限制 ,应当 在 方程 (4) 
中 去 挥 自由 项 4 并 将 9 代 之 以 00 =1 人 2)。 如 此 ， 
我 们 便 得 到 : 
之 .Apidg:=0 (B=1,.., 9). (4') 
控 照 等 式 (5)5[| 和 人 如 下 符号 外 : 
87s = > fodq: (s=1,.…,n). (5 站 
如 前 所 述 , 型 (4') 和 (5 ) 是 线性 无 关 和 的。 因此 ，87, 可 以 取 任 何 值 ， 
而 对 应 的 8q; 则 可 由 方程 粗 (4') 和 (5) 来 确定 : 
8g; = Scar (1=1,.., mm). (6') 


力 在 错位 移 上 的 元 功 表 达 式 可 以 写成 如 下 形式 : 
$4= 之 ,9i5g (7 ) 


,于 =1,: 1). 


现在 将 8g; 的 表达 式 (6) 代入 等 式 (7) 便 得 到 


DD 下 下 向 系统 情 涡 下 ，6gi 二 dai = 9iQt， 因 之 ， 要 可 公式 (5) 和 (5) 当 有 Sr，= 
waedt, 


6 和 第 一 童 ” 任 章 质 点 采 绊 的 运动 微分 方程 
my 7 n mm 
3A= > Qi>_ hdn= > >_ hs Qi 07rs? 
$= 1 $=1] s=1 \ i=1 
有 |} 
放 一 
8A= > Tl,é7, (8) 
3 一 二 
其 中 


I 一 > his Qi = -ss his 30 DR， (8= 1,- ,1%). (9) 


tl i=1 v=1 
我 们 将 lls 叫 作对 应 于 伪 坐 标 ITs 的 广义 力 (8 一 了 … 
另 一 方面 , 将 4; 的 表达 式 (6) 代 入 等 式 (2), 则 得 : 


1 . 
7, -一 pa +e, (v=], “a N), (10) 
s=1 


共 中 es 和 ee (v= 二 1,…, 和 ;8 二 1,…,%) 都 是 tt 和 gi,…, qn 的 矢 
由 等 式 (10) 即 可 得 到 中 


Sr,= esam (bs N) (11) 
和 | 
Devist "(p=1,., N); / (19) 


这 里 ， 公 式 (12) 的 右 端 只 写 出 了 他 合 纺 加 这 放 各 (a 了 的 
答 冉 。 
利用 等 式 (8) 和 (11) 将 动力 学 普 台 方程 


四 景 坟 ,is 和 di 以 关 条 式 (2),《4) 和 (外相 互联 系 落 。 由 这 些 关系 式 中 前 去 久 
便 得 到 公式 (10)。 但 由 于 最 srw 5ms 和 人 91 所 满足 的 齐 次 关系 式 (20) (41)， 和 (5 与 
关系 式 (2), (4) 和 (5) 的 差别 仅仅 是 没有 自由 项 , 所 以 ， 作 为 由 关系 起 (20) (4') 和 (5') 
消去 5gi 币 检 到 的 糙 果 , 公式 (11) 可 以 由 公式 (10) 将 六 代 之 以 arm 将 亲 代 之 以 5m 
并 去 掉 自 由 项 es 而 得 到 。 


§ 10. 非 完整 系 祝 移 阿 亢 尔 访 程 ， 伪 举 标 号 


~N 
34 一 > mr,dr,=0 (13) 


va=l1 


写成 如 下 形式 : 
nb N 
> 1 ,一 > MyT ,EC,o )ar 一 0. (14) 


s=1 v= 


因为 Em, 是 完全 任意 的 , 所 以 由 此 得 到 : 


N 
Dmir,eys= Ts (8=1,.…,n). (135) 
Jv 二 1 
现在 引入 “加 速度 能 ” 
. , 、 
U5 Dm Ut, gsj). (16) 
vy =ml 
注意 到 根据 公式 (12) 
er = (v=1,.…,N;s=1,.…,n), (17) 
我 们 便 可 以 将 方程 (15) 写 成 如 下 形式 : 
Sl (8=1,.…,n). (18) 
Ts 


方程 (18) 合 首次 由 阿 视 尔 得 到 , 称 之 为 阿 沛 尔 方 程 
这 n(==3N 一 d 一 g) 个 微分 方程 和 9 个 物 束 方程 


> ,Aydt+ hs=0 (B=1,.……, g) (19) 
=i . 
以 及 % 个 微分 关系 式 
Ts 一 pA / 加 (20) 
i=1 


一 起 构成 一 个 确定 非 完 整 系统 运动 的 微分 方程 粗 。 
现在 将 阿 沛 尔 方程 写成 展开 形式 。 为 此 , 将 六 ,的 表达 式 (12) 
代入 公式 (15)。 于 是 , 得 到 : 


J 第 一 合 任意 质点 采 欧 的 运动 微分 六 程 


一 .一 -一 一 一 ~- -一 me er "Er | 
rT 


Si Ce) = tl» (P=1,.…,%), (21) 


SS 一 


式 中 


N 
IIs = 11Tp(t, gi! 7 )) Wss = Wps (1, qi) = 和 mh CusEvp (22) 


(p, 8 =1,……,%N). 
项 。 
可 以 证 明 ws 的 系数 行列 式 不 恒 等 于 需 


det(4os)2s-1 寺 0 由. (23) 
因此 , 可 以 就 方程 (21) 解 出 伪 加 速度 : 
7s= H(t, gi TTp) (8=1,.…,n). (24) 


另 一 方面 , 关系 式 (19) 和 (20) 也 可 以 写成 就 9.(i==1…,m) 解 
出 的 形式 [ 见 公 式 (6) ]。 

形 比 ， 非 犯 整 系 统 的 运动 由 末 知 画 数 01 ms Ti IT 的 
一 租 %n 十 mr 个 一 阶 微分 方程 所 决定 ， 而 且 这 些 方程 可 就 共 导 数 解 
出 。 关 之 , 彻 妈 数据 7,…, gm; TD …) 77% 崔 一 地 决定 了 系统 的 运 
动 。 而 系统 任何 为 前 束 所 容许 的 初始 位 置 和 彻 始 迷 讼 也 都 可 以 按 
公式 (1) 和 (6) 借 助 于 这 些 和 初始 数据 来 给 出 。 因 此 ， 欠 非 完事 系 和 统 
一 池上 有 队 和 来 和 沽 分 和 束 不 子 盾 的 初始 位 轩 旱 和 初始 速度 ， 央 唯一 
地 决定 了 这 个 系统 的 运动 。 

注 1. 在 特殊 情况 下 ， 如 果 取 % 个 独立 的 广义 速度, 例如 0 

…; Gx 作伪 速度 ， 央 为 了 决定 对 应 的 广义 力 Qf,，…, Q* 就 应 当 将 
尝 芭 (7) 中 的 gr Eqm 用 891,…, 8qn 米 表 示 : 
84A= S04. > 89. (25) 


QO 在 个 别 点 上 这 个 行列 式 可 能 竺 于 堆 。 和 
式 (23) 的 证 明和 第 8 一 40 页 上 关 填 不 等 式 det(aigp),_, 去 0 的 证 明 相 似 。 
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在 这 种 情况 下 , 加 速度 能 芯 就 可 以 写成 两 数 盏 (1 qi1,…', qm, 9 
da 0 30) 的 形式 , 而 阿 视 尔 方程 取 如 下 形式 : 
aU 
3 
注 2. 是 允 是 阿 沛 尔 方 程 也 可 以 用 于 完整 系统 。 此 时 , 所 有 的 
速 让 4 名 是 独 了 开 和 的， 而 且 Qi; 二 Qt (4 二 1,…,%); 而 方程 (26) 是 第 
二 类 拉 格 贿 日 方程 的 另 一 种 写法 名 。 z 
例题 “【， 我 们 由 阿 沪 尔 方 各 来 求 了 3 例题 ( 见 第 16 磋 ) 所 撕 述 的 运动 。 
这 个 例子 将 使 读者 可 以 就 求解 非 完 束 系 欧 运 动 的 二 种 万 法 一 一 拉 格 遍 日 乘 
和 法 和 阿 渍 尔 方 种 一 一 进行 比较 , 站 从 中 昂 旨 第 二 种 方法 的 优越 性 。 取 杆子 
的 中 点 举 标 己 和 242 与 水 平 划 和 工 间 的 
夹 角 9 作 独 立 坐 标 ( 见 图 28), 则 


= (8=1,.…, 1). (26) 


1 二 多 . CNSg, Tz 一 了 十 COS 
i 》 交 2 一 ny CSP 
2 .2 
it . ll . 
yi™y Siny, y=y+o siny. 
在 新 坐标 中 微分 约束 的 方程 取 如 下 形式 ， 
bj - 


COSq sing 


不 难看 出 加 速度 能 可 以 按 如 下 形式 表示 : 图 28. 区 
0 = 六 ( 妈 十 并 十 衫 十 刘 ) == 训 十 总 十 主 12( 六 十 2)。 


引入 擅 速 度 六合 


X=7C0S9, 4 一 和 Sing， 
其 得 
2 2.2 
U=7 十 一 ! Pp 十 …， 
。 4 
趟 中 未 予 写 出 的 各 项 都 不 包含 加 速度 。 现 在 来 类 定 广 义 力 。 由 元 功 表 达 式 
84A=l5r+$5p= — 42957%= 一 2ISInPSG 
便 得 到 


中 但 是 ,将 伪 尝 标 形 么 的 阿 渍 尔 方程 月 于 完整 系统 时 就 会 栓 出 运动 方程 的 另 一 
型 式 。 
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I = 一 20siny， =0. 
呵 证 和 尔 方 程 为 : 
9U a 
二 J， -一 ~ 
rE dg 


在 所 给 情况 让 这 些 方 各 :都 不 包含 坐标 zy 而 且 基 有 如 下 的 形式 : 
TT 二 — gsing, 中 一 1 


将 . EE 式 积 4 分 之 ， 便 得 到 ; 


=Qt 十 BB, 

dr 1.. 9 ， . 9 

一 下 一 一 和 一 -一 SDH 仿 ， 一 -一 C0Sy 十 了 . 

dp 总 0 0 
现在 来 求 4 和 Y: 

dx 1. _ 1. y 2 了 

而 -uarcos9 Tue 9 asp 

dy = .cos SI 十 一 sin 

dp UY a”™ "PT oe ny Tiny 


由 此 得 到 
Zn +( 玄 + 和 cospjsins 十 5， 


7 g 
4 一 一 (之 二 区 zeosp jeoss 十 &， 


将 ?” 代 之 以 at 十 8, 便 得 到 有 限 形式 的 运动 方程 , 它 包含 五 个 任意 当 数 w By 
56 和 和 EE: 


T=5 sez (at +B)+| 之 十 十 5 jes (at + Jin (ott) +s 


4 一 -| +deos(at + 有 |eosCat 十 B) 十 Egg 一 ct 十 有 


2， 我 们 来 看 怎样 由 阿 沛 尔 方 程 得 到 有 辕 定 点 0 的 刚体 的 欧 拉动 力学 方 

合 p, gy? 分 别 表示 角速度 w 在 惯 性 主 炳 05 0w, 07 上 的 投影 。 如 所 周 
知 , 这 些 投影 是 广义 速度 y, 9, 5 的 线性 和 组合 , 其 中 y, 9,9 是 欧 拉 角 ( 见 第 
28 一 29 页 }@ 。 因 此， 可 以 取 p; 4;? 作为 三 个 伪 速 度 。 现 在 来 计算 加 速度 能 名 : 


@ 将 矢量 等 式 w= wy We 二 we 在 健 标 灿 上 水 项 投影 郎 得 p,9,? 的 表达 式 , 其 
中 wy = Yb, 0=0 “woe = yp, 
加 ”这 蛙 我们 利用 了 著名 的 恒等式 . 
rxX(wWxv)twxtovxr)+vx(rxw)=0; 
其 左 端 最 后 一 项 是 等 于 老 的 ,办 为 v= WXxr。 公 臣 (27) 中 未 号 出 的 化 项 均 不 包含 角 如 
速 虎 s。 、 


$110， 和 非 宪 整 点 入 的 后 沛 尔 方 程 ， 锣 坐标 9 


一 一 ---- 一 一 一 一 -一 


< 一 ea= ce Xr iw Xo) dm= 
-=| Xr): dm + Xr)(w xvdnt = 
=|( Xr): dm+ 2e|irx (ww Xv) ja 十 一 
= | exryzam+2e| wx rxoam |+… (27) 


、， d 6 6 、 以 -5 oe a: 
我 们 注意 , e=- 一 -十 wxXw= -下 。 这 蛙 关 和 六 分 别 表示 在 国定 华 


标 团 和 辣 开 于 物体 的 坐标 二 中 取 微 分 允 。 因 此 ,p,q,7?7 是 和 角 加 速度 在 二 
05 O07, Of 上 的 授 影 。 
27 = |(w xr)2dmn= Ap’ + Bq+Cr? 
(4 B,C 是 对 慢性 主轴 08,0”,07 的 懿 动 疏 和 量 ) 便 可 以 得 到 : 
| (se xr)?dm= Ap? + Bq?+072. 
男 一 上 方面 ， 动量 短 G= |rX vam 的 人 分红 为 本 D, Ba, C7。 因 之 ， 最 后 我 们 和合 得 
到 2U 的 表达 式 如 下 : 
20 = AP?+Bg’*+0C7?+2[(C~B)gqrp+ (4A—0)rpg+ (B—A)pgr] +…, 
另外 , 对 于 外 力 的 元 功 , 我 们 有 
SA=Lowat= Lpdti+ Lgdti Lrat. 


于 是 , 由 阿 沛 尔 方程 下 搁 得 欧 拉 方程 如 下 : 


492 十 (C 一 到 )gr = 上 ,, 


BIL+(A~O)rp= Ly 
or 
Crt(B—A)pg 一 也: 


中 参 基 ,例如 , ,0iingacnait J.1., ,Jyppe A.1,,l\ype Te0peTHIECKON MEéX- 
&HUHKRKE, 1954, 光一 答 ，8 3。( 有 中 麻 本 ) 
加 ” 参 若 Cycrxop TI.K.,Teopernaecran Mexannka, M.-,l.,1944, § 259。 
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$ 11。， 有 势力 情况 下 的 拉 格 朗 日 方程 . 广义 势 ， 非 自然 系 绞 


假设 广义 力 @; 是 有 势 的 ， 即 假 屋 存在 力 的 势 (势能 ) I= 开 (4， 
qi)( 见 S 8), 而 是 . 


aH z 
Wi 0 (4=1,.…,n). (1) 
于 是 , 拉 格 朗 日 方程 。 
d am 27 3I] 
dl 8 Ig Ag 
可 以 写成 如 下 的 形式 外. 
d 93L 37. jo 
a0 ao ($=]， ;NS (2) 
其 中 


L=T—1. (3) 
画 数 工 称 为 拉 格 衣 日 丽 数 或 动 势 。 
动 势 工 和 动能 人 一样, 也 是 广义 速度 的 二 次 图 数 : 


L= Lt+L;:+Lo, (4) 
其 中 | : : 
Ls=5 5 ondids, Li= Dedi, Lo=o0 (4') 
i606=1 t=1 


这 里 的 系数 cip, cp co 都 是 坐标 q1,…，gqn 和 时 间 二 的 画 数 (2 一 


QD 因为 势能 芽 不 依赖 于 广义 浪 度 ,而 并 =T~1, 所 以 ， 
aT, 3 3 am 3 ，. 


* 


$11. 布 按 力 情 痪 的 护 格 期 站 元 程 ， 广义 势 . 非 名 然 系 笠 0) 
一 ],….， 和 ) 将 公 S 式 (3) 和 第 Sle 中 上 的 公式 ( 5) 加 以 线 轩 便 得 到 : 
Lo= "7, Li= 7, Yo 一 4o 一 工 . (5) 


注意 当 作 用 存 质 点 上 的 主动 力 F,=X,i 二 了 ,j++Zk(v=1，…， 入) 在 
人鱼 卡尔 坐标 Ty Yyy 2u(v 一 小， "°°y NN ) 踢 有 热 Ht, Toy dv) 2,,) Hy, Eh 


alf all all 
Xa Ya oa -lb N), 


这 些 力 在 独 亚 坐标 gji( = …， 0 Oe 执 \ 人 
了 。 汪 实 上 ， 

n, 有 

, , co 

之 , 0i59i= Xm t Yt oa,) = 一 6ll= 一 > 

di 好 可 得 仁 3 太 (41)。 

我 们 现在 抛 开 通常 的 势 I(t，g;) 来 讨论 存在 广义 势 V(t, gs， 
dk) 的 情形 。 这 时 广义 力 ;可 借 如 下 的 公式 通过 它 来 示 : 


(1 = 1%). (6) 


id 


拉 格 朗 日 方程 
137 97 dF WV 


TO 


dt 90 dg; daft Od: gq; 全 
仍然 可 以 写成 如 (2) 的 形式 ， 只 查分 


L=T—V. / : (7 ) 
由 公式 (6) 得 
< 9 ,1 
62; = > 二 一 -一 05 十 ( ) (1 1, :720 (8) 


其 中 (x##) 表 示 慎 些 不 包含 广义 加 速度 gC% 二 1，…, 0) 的 各 项 之 和 ，。 

由 于 我 们 在 力学 中 仅 计 论 广 义 力 @&; 不 显 禽 广义 加 速度 而 只 
与 有 时间 .坐标 和 广义 速度 有 关 的 那 种 情况 , 即 

i= ill, qn, G8) (一 二 %), (9) 

所 以， 挨 公 式 (8)， 此 肝 V 对 1 义 速 度 的 二 阶 饥 本 数 全 部 应 当 恒 部 
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V= TG:+H=Vi-+ ll (10) 


t=1 
其 中 E(t 二 1,…,%) 和 本 部 是 坐标 gg 和 时 间 二 的 醒 数 。 办 
而, 由 圭 趟 (7?), 工 仍然 是 一 度 4 的 二 次 责 数 ， 而 且 ， 代 营 等 式 (5) 
有 中: z 


La 一 2 7 一 人 1 一方， 1 一 2o 一 下 (11) 
将 了 了 的 表达 式 (10) 代 人 公式 (6), 我 们 便 得 到 : 
-da 9[ v4 
Yi 3 Dint TH |= 
-_3aI <s 3 IG, + -3 19 
= EP 3 2 1 十 of * ( 2) 


公式 (19) 表明 ， 当 广义 势 的 线性 部 分 Pi 不 显 含 时 间 二 时 
人 0b 广义 力 Q: 由 有 势力 一 (i= .0) 


Ci 一 > Yingy ($=1,.…,%n) (13) 
R=1i 
之 和 和 组成 , 其 中 
all; 9II . | 
Ph Yi 3 人 ” 《13 ) 


由 如 下 的 例子 可 以 兄 出 封 芥 广义 势 的 重要 性 。 
例题 ， 电 磁 蚁 中 的 点 电荷 上 作用 有 劳 偷 兹 力 


中 在 五 和 TT 的 表达 式 中 , 它们 的 系数 是 相互 有 基 前 。 事 实 上 ， 在 普通 持 的 情形 
Ci 二 Qi， 有 得 在 广义 势 的 情形 下 ， 则 有 ci= 富 一 下 iE 三 1 人 在 了 两 种 斑 况 下 ,都 有 
Cip=QikCiy k= 0 三 一 于 以 及 [2 二 72 一 正定 二 次 再。 
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F=d Et2xH| . : (14) 


其 中 中 是 点 电荷 的 速度 ，e 是 蔡 电 嘛 , ¢ 是 光速 , jfii E 和 HH 是 电场 和 磁场 的 
强度 。 撩 量 天 和 所 可 以 分 别 通过 标量 势 ” 和 估量 4 用 如 下 公式 来 表示 外 


EE= — grad oq _. A H=rotA. (15) 
© ot 
我 们 来 找 劳 偷 北 力 的 广义 势 。 
由 公式 (14) 和 (15) 得 @; 
F=— evrad p 一 + 人 (0XrotA)= 
一 一 Cgrad pA 42[(oyJAexaota]: 
一 — epgrad poA), (16) 


这 里 ，grad(o4) 中 的 速度 被 看 作 与 场 中 各 点 泡 关 的 矢量 
因此 取 点 的 苦 卡 尔 坐 标 六, 芒 * 作 独 六 坐标 ,并 假定 


V=ey— (vA), 人 
ll 
VY = cp — (tdzs+y dyt 2 4;), 


由 得 


@ 例如 由 .IaHxIay ,TT. 和 | JIHIIEIT 也 ,NM 著 TeopEf no0TH, M. 一 由 . ， 1948, 
第 59 页 (有 中 钼 本 )。 
@。 对 于 表达 式 (v9)4 0 +pz5 全 ， 我 们 在 这 里 利用 了 著名 的 多 


9 
最 分 析 公式 
(VY)A+vxrotA=grad(vA), 
- 其 中 v 被 辕 作 常 和 拓 量 。 上 比较 上 式 两 端 在 x,y,z 翰 下 的 投影 便 不 难 看 出 这 个 公式 的 正 
确 性 。 事 实 上 ,对 于 zx 隅 有 


vo -94Ay dr dAy 9AvN\ _. 
” ar toy 0 Tbs OZ Tvy DBz -二 
加 3.4， _94z )=v% ody 9Ay 9Az 了 人 
va( 5 az 入 


在 ! 埋 和 “# 翰 上 上 投影 可 以 得 到 类 似 的 公式 。 


A 
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eo dt Hh at 9x ar 
将 于 到 和 Fs 也 有 相似 的 公式 。 因此 ， 劳 险 兹 力 (14) 的 广义 势 由 公式 
(17) 确 定 ,而 拉 格 朗 日 你 数 工 划 有 如 下 的 去 达 式 : : 
L=7T— F = 本 moz p+ 全 (5A). dg) 
力 在 共 中 其 有 通常 势 T(t, 9i) 或 三 义 势 V(t g;，9;) 的 古典 夭 
统统 称 之 为 目 然 系 和 统 。 对 于 这 梓 的 系 产 ， 拉 格 朋 日 夯 数 到 是 广义 
速度 的 二 次 长 数 , 如 可 以 写成 表达 式 人 4) 的 形式 , 其 中 Ls 是 广义 速 
度 的 正定 二 次 型 。 
在 力 场 不 在 在 的 情况 F, 相对 葵 意 义 下 的 质点 运动 可 以 作为 非 自然 和 入 
的 一 个 网 -F。 此 时 , 质点 的 运动 决定 于 动 势 为 
Le 
的 村 格 革 日 太吉 (6 是 光速 )。 这 里 工 已 攻 不 是 济 度 训 示 4 的 二 网 数 了 。 
如 果 将 二 页 数 表达 式 中 的 (1 一气) 按 与 之 暴民 成 级 数 , 并 略 去 写 的 一 


i {v2 1 v2 i . 
次 以 上 的 项 , 部, 使 (1 一 忆 ) ”1 一 喜气 ， 我 们 合 得 到 关于 扳 立 质点 的 拉 属 
朗 日 画 数 的 “右上 典 科 达 式 ”， 


. 1 z 
一 Dm const., 


在 本 盏 和 以 下 各 童 我 们 将 就 一 般 形式 的 系 烷 了 进行 讨论 。 这 
种 一 般 形 式 的 系统 , 其 运动 是 由 工 =L(1, 9;, 4;) 为 任意 攻 数 的 拉 格 
明日 方程 决定 的 。 在 此 将 仅 假 定 贾 数 了 关于 广义 速度 的 海 斯 式 不 


恒 竺 于 震 @: 
2 \ 
de 3 夫人 (19) 
Oi998 +;K=1 
@ 那些 仅 对 自然 系统 才 正 确 的 论断 我 们 将 将 别 予以 指出 。 
Vy a2 92 和 
A -YE pe 3 - i ? 一 于 ; 2 er. 一 -= 
© 对 二 自然 采 统 Idd Bor iklt, kK n)， 控 3 7 第 39 一 40 页 ) 
所 证 , 它 是 满足 不 等 式 (19) 的 。 


# 1i2. 哈密 顿 正 则 旋 程 sh 


方程 (2) 的 展开 形式 可 以 写成 
1 OL . 
0 * ) 二 0， (20) 


式 中 (**) 表 示 那 些 不 包含 广义 加 速度 0 一 1 …,%) 的 各 项 之 和 。 
由 于 (关于 & 的 ) 线 性 方程 组 (20) 的 系数 行列 式 不 为 零 [ 见 不 等 式 
(19)], 所 以 方程 组 (20) 可 以 就 广义 加 速度 解 出 , 并 写成 

Gi= i(t, qk, G8) (t=1,.……,%) 
的 形式 。 因 此 ，$ 7 中 关于 初始 数据 8 ，R Gi 二 1,…,1%) 瞧 一 地 确 
定 系 统 运 动 的 车 草 不 仅 对 上 自然 系统 正确 ， 而 且 对 于 在 这 里 所 讨 
论 的 、 形 式 更 为 一 般 的 系统 也 是 正确 的 。 


$ 12， 哈 密 屯 正则 方程 


拉 格 朗 日 已 向 我 们 指出 当 已 知 动 势 ( 拉 格 朗 日 丽 数 ) 5=L(t， 
qi 9) 时 如何 写 出 系统 的 运动 微分 方程 。 

我 们 把 粒 示 拉 格 朗 日 沿 数 的 变量 1 0 9i0 二 1,…, 1) 称 之 为 
拉 格 朗 日 变量 。 这 些 变 量 的 一 租 值 就 表示 出 系统 在 一 定时 刻 的 状 
态 , 即 系 葬 的 位 置 及 其 各 点 的 速度 。 如 象 上 节 来 所 指出 的 那样, 输 
定 拉 格 朗 日 画 数 和 初始 状态 就 唯一 地 决定 了 条 入 的 运动 。 

哈密 顿 佛经 提出 以 量 1 go ps5 二 1,…, n) 作 为 描 壕 系统 状态 
的 基本 变量 , 这 里 pi(i 二 1,…,n) 是 广义 溃 量 , 由 下 式 决 定 : 


一 < ($=1,…,n). (1) 


Pi 6 z 
变量 所 gp pi(i =1，…,n) 称 为 哈密 顿 变量 。 
头 为 等 式 (1) 右 端 关于 变量 6; 的 雅 科举 行列 式 正好 就 是 丽 数 
隐 的 让 于 大 的 海 期 式 - 见 第 64 页 上 的 条 件 (19)]， 所 以 方程 (1) 可 
以 本 945 一 二 0) 解 出 : 
qi= Pilt, gp, Pr) (i= (23) 


06 第 二 章 ” 势 场 中 的 运动 方程 

因此 ,哈密 顿 变量 可 以 通过 近 格 朗 日 变量 表 出 , 拉 格 朗 日 变量 
也 可 以 通过 哈密 顿 变 量 表 出, 而 且 , 系统 的 状态 瞩 可 以 用 拉客 朗 日 
变量 的 一 组 值 来 表示 , 也 可 以 用 哈密 顿 安 量 的 一 组 值 来 才 示 。 

在 目 然 系统 的 情形 下 , 也 ps 60 一 62 
页 )， 因 之 ; 按 等 式 (1), 广义 冲 蝶 可 以 通过 上 三 叉 速 度 线 性 地 表 有 由: 

= apdstes (i=1,.…,n). (3) 
E=1 


解 这 个 关 填 让 的 钱 性 方程 组 8， 则 对 9 仍然 得 到 线性 才 近 


i= Dbwpstbi (i=1,.…,%), (4) 
= 


式 中 bss 和 5; 都 是 tq1,…, qn 的 画 数 。 
如 采 在 自然 系统 中 力 8@i(i==1,…,n) 具 有 通常 势 (14， 9;)， 天 
中 息 式 荆 = 包 一 开 得 @ 一 : 
Di = 5 (5) 
我 们 注 总 ， 对 士 拉 格 期 日 变量 的 任何 两 数 
F=F(t, 9i qi), 
当 以 广义 速度 9; 的 发 运 陈 (2) 或 (4 人 代 信 共 中 有 时 ， 它 将 变 为 哈密 顿 
变量 的 某 一 两 数 思 (4， qi, Pi)o 我 们 将 画 数 (1 gi， 2 时 人 作画 数 
F(t 0 00) 的 关联 表达 式 。 


例题 ， 对 于 目 由 质点 , 佳 卡尔 坐标 x 5 z 是 独 卫 的， 在 势 场 蔚 = 开 ( 轴 名 
y 3) 中 拉 格 好 日 负数 具有 如 下 形式 ; 


电 一 如 7 所 证 ， det (Cai) ,FO. 。 


加 当 力 具有 广义 势 时 ， 公 式 (5) 不 成 立 。 在 这 情况 下 [ 见 第 61 一 62 真 上 的 等 式 
C1) 和 (19)] 
Pi=9 = 
ao! 
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于 ma 人 + +22)—H(t, x, y, 2). 


和 仁 卡 尔 坐 标 相对 应 的 冲 量 


9 也 , . . 
Pr MY Dy 三 MY Ds 二 78， (6) 


如 果 由 上 雍 解 肌 zz, 5, z 并 将 所 得 天 达 式 代入 工 ， 我 们 俩 得 到 工 和 有 的 关联 表达 式 : 
= 十 p8 十 p2) 一 IC x, y, 2). (7) 
如 果 有 广义 势 
J=1ZHILY +Isz +I, 
代 赫 11(t， X,Y 2 ) 式 中 TL, ,Hs, I 都 是 IT Wy 2 的 贺 数 ， 有 由 等 式 
万 二 (22 十 加 十 和 2) 一 Hi 一 IT 一 1 一 了 
人 便 有 ， 
p= =miI, py=my— ly, ps=ma—ls, (6) 
而 关联 表达 式 二 有 如 下 形式 : : 
一 1 1 
L =5- (ps +py +pz) -zl 十 IE 十 II ) 一 工 . (77) 
哈 黎 局 在 辜 葡 中 5 引入 子 一 个 由 如 下 等 式 所 定义 的 男 数 有 H(Y， 
Ois Di): | 


H= >,p:9:—L, : (8) 
t=1 
或 确切 地 写成 | 
H= > pidi—L, (8 ) 
t=1 


并 指出 借助 于 这 个 丽 数 可 以 将 运动 方程 写成 如 下 形式 的 一 钥 2n 
个 一 阶 常 微分 方程 : : 
io dp 3 
dt 9p: dt- 90; 
这 些 方程 称 为 正则 方程 或 哈密 顿 方程 D。 由 (8') 式 所 定义 的 画 数 


(%=1,.…,%). (9) 


四 ”这 些 方程 的 一 般 形式 最 先 由 英国 数学 家 哈 客 顿 (Hamilton W,.) 于 1834 第 
得 到 。 
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肌 (t, gi 0) 称 为 哈 黎 起 柄 煞 。 
哈 客 申 正 出 方 程 可 佳 下 述 数 学 定理 导出 。 
唐 肯 定理 9.、 假设 给 定 一 画 数 和 (zi, …, zz)， 它 的 海 斯 式 不 
等 于 堆 : 


IY 于 
0 
dot( OXidXp ) #0 (010) 
艾 设 图 数 (1 ， Wn) 产生 生 一 变量 变换 : 
= (z 一 二 “9 9 ) ， (11) 
i 


则 必 有 变换 (11) 的 溃 变 换 存在 ， 它 也 是 由 菜 个 丽 数 了 (yn 办，) 
产生 的 : 


必 一 一 一 (=1,……, n), (12) 


而 且 逆 变换 的 产生 丙 数 了 和 下 变换 的 产 生 图 数 久 满足 如 下 关 示 : 


Y= SS 一 入. (13) 


1 一 工 

而 夯 数 六 包含 参数 ;qaw， 妈 
及 一 及 (Z1 ns C1 Qn )» 上 则 对 也 包含 这 些 参 数 ， BD Y= 
二 ， “1 Yn C1 Oo 而 且 ， 


9r oxX .1 z 
3 一 30. (7 一 1 ) 71). (14) 


证 明 . 图 数 x 的 海 斯 式 和 方程 (13) 右 端 部 分 的 亚 可 比 式 是 完 

全 一 样 的 。 因 此 ,条件 (10) 表 明 , 由 方程 (11) 可 以 将 变量 wa py xm 
通过 y,…, yx 表册 | 

r= f(y Yn) (4=1,.…,%). (15) 

候 训 了 (yo …, yw) 是 由 公式 (13) 所 确定 的 两 数 ， 其 中 变量 zx 


DD Philosoph， 了 rans.,1854， 在 唐 肯 定理 中 所 膏 的 由 变量 xi 到 变量 yi 的 变 
换 (? = l, “3 7n) 通 省 称 之 为 商 堆 德 变换 。 
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$t2. 哈 赛 核 正 则 方程 69 


已 由 其 表达 式 (15) 代 各 ,其 。 


了 23 ThYE™— -x)- 


Ey gz 


OXg OX dzp 
-> 0 2 和 > ?i Oy; 


但 是 , 根据 等 式 (11), 上 式 石 端的 二 个 和 相互 抵消 , 因 之 , 公式 (12) 
成 立 。 

更 在 假设 除 变量 Xu "ywn 而 外 ,和 还 包 舍 参数 ai pp am 于 
“是 ， 正 变换 (11) 必 将 包含 这 些 参数 ， 因 而 逆 变 换 也 必 包 含 这 些 参 
数 : 

一 站 (ao 0) i=1,.…,n). 
将 等 式 (13) 所 定义 的 丽 数 了 中 的 zi; 代 之 以 所 (45° Yn; C1 rm) 
期 中 


9Y 9 用 AN 
or 


2 9 入 < oA 92 (1 7 ) 
i=1 90.; 人 = Ox 90; ja; 9ar 二 时 
唐 上 前 定理 证 完 。 


我 们 将 唐 肯 定理 应 用 到 由 拉 格 朗 日 变量 转换 为 哈 米 顿 变 量 的 
康吉 上 。 将 定理 中 的 画 数 勺 换 成 L, 让 量 Wl19 "" "9 wn 换 成 gi “0 qn 
参数 Oy Cr 换 成 人 1 1 ， 变量 zf "Yn 换 成 Pls", Dns 帮 
后 , 将 画 数 了 = >_ziyi; 一 了 换 成 


f= 


已 = 之 .pih 一 乙 于是, 根据 唐 肯 定理 (两 数 关于 $= ,nn) 
t=1 


QD 在 让 算 写 


"Yn 应 看 作 铝 最 。 
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的 海 斯 式 不 等 于 零 ! ) 册 公式 (1) 便 得 到 ， 


aH 35 38 
Dp 37 一 On. (3? 一 9 ,12)， (16) 


di 一 


aL 3H 7 


at aa 
罕 式 (16) 和 (17) 都 是 恒等式 。 它 们 都 是 关于 广义 速度 和 广义 


冲 量 之 间 关 系 式 (1) 的 推 戎 。 但 根据 (1 式 拉 格 朗 日 方程 可 以 写 


成 : 
dp: _ ob .1 : 
I ~ Do (一 1 0 (18) 
些 方程 和 (16) 式 一 起 就 使 我 们 得 到 哈密 顿 正 则 方程 
dg: _ 9H dp: _9H .1 
dt dp’ dt ~ dg. (上 (19) 
除 哈 密 顿 方程 而 外 , 我 们 还 得 到 了 恒等式 (17), 它 在 今后 将 被 
用 到 。 
由 方程 (19) 可 得 恒等式 
dil _S"/9H dgs, 9H 3 有 3 过 
dt >( 强 各 dt gp; 2) at 9t (20) 


”如 果 哈密 顿 丙 数 甩 不 显 含 时 间 二 即 如 果 
H=H(gqg;, Di) » 


则 系统 被 称 之 为 广义 保守 系统 。 此 时 ,2 中 一 09， 因 而 ， 由 恒等式 


(20) 得 5 过 =-0, 即 在 系统 运动 过 程 中 
H(gqgs pi) = const = h, (21) 
其中 天 是 任意 笋 。 而 数 甩 称 为 广义 总 能 基 ， 而 关系 式 (217 称 为 


厂 义 能 其 积分 。 


@ 外 等 式 (17) 可 以 断定 ,对 于 广义 保定 栗 能 也 有 5 = 朗 二 不 显 含 在 梓 格 衣 
日 起 数 工 中 。 


A ~ MN 


从 
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为 了 说 明 这 A : 纸 中 上 


一 次 函数 [ 见 11 等 式 (4)], 荐 
也 一 了 十 元; 十 Los 


刀 


Ss, = 20,, Gn (22) 
+=] " i=1 
因此 , 对 于 任何 自然 系统 最 后 都 有 
H= Ls— Lo. (25) 


分 人 二 了 Tg 十 Ti 十 Teo。 如 果 力 具有 通 第 的 势 王 =II(t, gs) 或 广义 热 
了 =V1+1l, 草 地 一 9， Lo=- o 一 也, 内 而 


H=T,—To+1. (24) 
如 朵 有 桑 统 是 平稳 的 , 基于 = 二 5, To 二 0. 因而 
HH=T+I. (25) 


辐 让 , 对 于 于 黎 的 自然 系统 ,哈密 顿 西数 甩 乃 是 以 哈密 顿 变 最 
表示 的 总 能 量 人 。 

我 们 现在 来 在 保守 系统 , 则 平稳 的 完整 自 然 系统 ， 且 其 作用 力 
有 不 时 任 时 间 的 直销 站。 


在 过 种 情况 ,时间 上 不 亚 售 于 总 能 量 五 的 表达 式 (25) 中， 因 


中 上 兄 第 4 页 上 上 的 脚 法 。 
四 当 有 广义 势 扩 = 六 十 芷 存在 时 ， 我 们 仍然 将 晤 了 十 于 称 为 这 能 其 , 而 不 是 将 
人 T+ 六 称 为 总 人 能量。 
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此 ,根据 等 式 (21), 能 量 守 和 性 定律 成 江 : 
+I. .+ (26) 


保守 系统 是 广义 你 守 系 统 的 特殊 情形 ， 而 且 在 此 特殊 情形 , 广 
义 能 量 积分 化 为 通常 的 能 量 积分 。 
如 果 系 统 是 平稳 的 , 而 且 力 此 有 广义 势 耻 = 廊 十 于 共 中 荆 不 
显 全 时间 {( 信 一 0) 则 画 数 且 仍 然 出 公式 25) 确定 , 而 且 不 最 全 
上 时 好 t。 因此 ， 在 这 类 科 : 情况 下 ? 系统 是 > | “到 保守 和 俯 Lb， 而 有 HL 有 能 是 
积分 (26) 由。 
例题 ， 术 个 打道 六 和 锥 旦 里 辐 芭 , 计 束 道 有 质量 为 吕 的 生物 运动 。 作 由 在 . 
重 物 上 的 力 有 势 HLGr) 其 中 了 是 重 物 到 四 旺 的 出 高 。 
以 ? 表示 坝 道 的 转角 , 以 T= mm 表示 吉 道 对 从 直 圭 轴 的 司 动 悍 量 。 汉 
7 和 关东 鞠 的 独 开 殖 标 , 册 
71=T19 十 地 (六 + r2 92) 一 mm[ 十 (72 十 (六 )92 |]. 


由 此 街 : 


3 of 。 
Dr 二 一 二 WY， Dy=—— mr +dad’ )y. 
37 9 


因为 系 攻 是 保守 的 , 所 以 


1 Ds ) 
H=7+1{= (名 十 7 2 ) 二 ICr)， 


在 所 给 情况 下 正则 方程 有 如 下 形式 : 


一 Op Po 
m’ at m(r? a) 


dpr _ -pe / dpoe _ l 
而 能 量 积 分 可 以 写成 : 
ps 
z pr 十 2 od? t+2omlitr ) 一 六 (hi=2mh). 


由 上 见 第 1 页 的 脚注 2。 
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3 13。 罗 司 方 程 


罗 司 答 以 部 分 拉 格 朗 日 变量 和 部 分 哈密 顿 变量 作为 描述 系统 
在 时 训 + 的 状态 的 基本 变量 。 量 
t, gi, (os Qi» Pa (一 1 70 一 们 十 1 和) (1) 
称 为 好 司 变量 (这 里 rw 是 小 于 3% 的 任 一 国定 数 )。 
为 使 所 格 期 变 最 化 为 2 可 不 量 , JY 当 将 全体 du 通过 Dal 0 = 
= 十 1…,n) 米 表示 。 为 此 ,我们 利用 如 下 的 美 系 : 
Po 二 (Qa = 十 1 …, 1). | (2) 
由 没 国 数 了 天 于 上 义 速 让 9 的 海 斯 式 ( 小海 斯 式 ) 不 竺 
震 @ 


aL \” 
ios LY) #0 (8) 
39.35 8 /8 一 凶 十 二 


于 是 ， 应 用 上 上 一季 所 证 骨 的 唐 肯 定理 ， 我 们 便 得 到 变换 (2) 的 
泌 变 换 : 


L 


on (a 二 m 十 1， …, %), (4) 


"ap, 
式 中 R=R(1, qi ga fo Ps) 称 为 罗 司 面 数 , 由 下 式 确 定 : 


Hs 


R= >, peda— L, / (5) 
这 一 7 十 土 
字 的 在 蜂 部 分 应 以 多 司 变量 表示 。 
中 在 一 般 情况 , 这 个 不 等 式 不 能 从 第 64 页 上 的 不 等 式 ( 芭 ) 导 出 , 而 是 一 个 补充 


。 对 于 自然 系统 , 不 等 式 (3) 可 以 由 到 ?= 二 9 3 Qrsqrds 前 正定 性 (DC2z 是 正定 


7 37S 三 ] 
二 次 弄 ) 直 接 推 出 。 此 时 , 二 次 狸 的 系数 主 于 式 
927, NY 
det( 一 ) = det(a 
dda9968 ty 有 一 ?1 十 了 aB)a, B=m+t+1 


是 正 的 。 
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在 此 ,变量 1, gi, ga gi(i=1,… 
数 , 因而 , 间 样 由 唐 肯 定理 , 便 有 有 : 
oR__oL oR__oF 


,9 0 二 十 1,…,1%) 坡 看 作 参 


dg Bg 59， 39， (2 一 了 22) (6) 
$0 : (a= 人 +1, ,nn), (7) 
oan oL 
3 一 下 (3) 

关于 人 举 标 9; 的 权 格 期 日 方程 , 按照 等 式 (6), 可 以 写成 : 
1 7” . 、 

在- 和- (i = 1 m0). (9) 

关于 坐标 gs 的 拉 格 朗 日 方程 
dp。 9L 


dt Do. Kg 一 六 十 二 1) 
连同 公式 (4) 和 (7) 一 起 给 出 


xd _ 9k dpa oF 
dp di ~ (a=m 二 +1,.…,n). (10) 


方程 (9) 和 (10) 

d oR oF ,1 ~ 

a a0 3 ai 
Q0。 9k alD。 oF z 


A {oy ss 

tap di 3 人 Q 一 更 十 于 爷 ) 
构成 罗 司 方程 组 。 它 是 由 mm 个 拉 格 朗 日 型 的 二 阶 微分 方程 和 
2 一 个 哈密 里 型 的 一 阶 微分 方程 租 成 的 ,而且 , 罗 司 而 数 在 前 


个 方程 中 起 者 拉 格 朗 日 画 数 的 作用 ， 而 在 其 余 的 方程 中 起 着 哈密 
由 蒿 数 的 作用 中。 


中 ”如 果 我 拉 希 望 你 持 广 义 冲 量 与 拉 格 项 日 画 数 闻 的 关系 ,那么 ,在 (11) 的 前 一 
租 方 程 中 就 得 将 图 数 一 情 闪 作 拉 格 朗 日 贺 数 ,因为 , 按 公 式 (6)， 


pi= 人 = 2 -2 (t=1,., 77). 
99; 39; 
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$ 14， 循 环 坐 标 


有 兴 标 go 不 站 . 含 于 拉 格 衣 日 两 数 ， 上 = $=0, 期 称 志 其 为 循环 
在 推导 哈 冤 顿 方 程 和 有 罗 司 方程 时 我 们 贫 得 到 等 式 
37 _aH __ aR 
9gs 39。 39。 


由 这 之 些 竺 式 可 知 贪 导数 和 37 和 5 只 能 同时 为 需 。 因此 ， 循 环 


坐标 出 可 以 定义 为 不 显 } 信 二 哈密 巅 丙 数 及 或 多 司 丙 数 五 的 潍 标 。 
这 些 定义 是 彼此 等 价 的 。 

对 应 于 循环 坐标 ge 的 广义 冲 量 在 运动 中 供 持 共 值 不 朗 。 事 
实 上 ,由 正则 方程 ,得 : 


(1) 


期 | 2 一 const =Cr0 
现在 假 让 有 一 % 一 1 个 循环 中标 qa 二 WW 十 1 一, 1), 它们 不 
时 分 在 且 中 , 因 之 ， 刁 之 对 应 的 广义 帅 明 ps 可 和 代 之 以 第 数 ceo。 下 
征 册 ， 
H=H(t, gi p66). .2) 
现在 米 写 出 关于 非 人 循环 坐 标的 正则 方程 : 


dq _9H dp _ 9H 
at pi adt og; 


由 砂 数 及 的 精 钧 (2) 可 知 方 程 (3) 力 是 关于 2m 个 未 知 男 数 gr, p; 
(4 三 1,…, m2) 的 一 租 2m 个 一 阶 微分 方程 。 将 这 个 方程 组 积分 , 俐 
得 到 : 


(%=1,……, m). (3) 


由 防 标 ;到 通 |， ,信和 人 针 ， 用 附 标 & 到 表 ? 二 1,…', nn 各 秆 。 
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0 -=Pi(t, Cor Ciy pi ) ， 
Pi=hilt, Co ci 2 ) 

其 中 cp cs (2 二 1 ,10) 是 2m 个 新 的 任意 营 数 。 将 表述 式 (4) 代 

入 万 后 , 便 可 以 根据 方程 

qqg。 9H 


GT (4) 


站 全 一 本 (a = 十 1, 2) (5) 
借 求 积 万 法 来 确定 ge: 
gc | 了 0 二 (a= m+ 1,.……,%). (6) 


因此 , 实质 上 , 一 切 都 归 灶 为 对 方程 组 (3) 的 积分 ,组 (3) 是 211 
阶 的 ， 它 小 闻 方 程 租 的 阶 数 2% 小 27 阶 ， 这 里 ?一 台 一 到 是 循环 仅 
阶 。 

方程 组 (3) 是 哈密 顿 型 的 。 我 们 来 指出 , 如 何 借 罗 司 方程 由 
个 拉 格 朗 日 型 的 二 阶 微分 方程 得 到 自治 方程 组 @。 事实 上 ， 将 对 
应 于 循环 坐标 qs 的 广义 溃 量 ps 代 之 以 常数 cea=m 十 1，…, %)， 
工 将 多 司 画 数 写 成 i，gqiy 9 和 cal% 一 1), 0; GQ 二 Ww 十 1,…, nm) 的 
页 数 形式 : 
R= R(t, gi qi, Ca), (7) 


则 关于 非 循 环 坐标 的 罗 司 方程 
dok _ oR Ci 二 二 mm) (8) 


adtr og: og 
就 是 所 要 求 的 日 治 方程 组 , 而 循环 坐标 go 可 由 上 区 司 方程 (11) 
中 祖 应 的 方程 借 求 积 得 到 : 


y= | Sd 十 ef， (9) 


DD 这 时 ,我 们 将 不 包含 “多 余 ” 未 知 琅 数 的 微分 方程 钥 称 为 自治 方程 租 , 所 谓 “ 多 
余 的 未 知 疼 数 是 指 对 所 答 方 程 组 进行 积分 之 前 就 能 预先 决定 的 那些 未 知 图 数 。 
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, 和; 应 事先 代 之 以 对 方程 组 (8) 进行 积分 而 


得 到 的 关于 2m 十 1 个 变量 4c; 和 ci (%=1,…, 1) 的 攻 数 。 
例题 ， 在 $3 12 未 所 考察 的 例题 中 
z L=T—IH=m[i + Cr 十 Q2 )92 | 一 ICr)， 
Dop= mr +d’)y =eonst= ey. 
多 可 鸭 数 
R=prp— = 十 (72 + )y2 1 +l) = 
1 1 ps — 
2 让 27 72 十 地 Tt) 


ou 1 
= Fn + 5 m ri tir). 


运动 的 确 完 上 归 逢 为 积分 一 -1 个 二 阶 微分 方 稳 


将 它 展 开 来 便 是 : 


如 


这 是 条 物 疹 雪 道 作 相 对 运动 的 方程 , 因为 在 它 的 右 端 有 高 心力 ; 
C5 rr 


m 《和 十 (7 

侦 环 笃 标 有 时 又 称 之 为 可 遗 坐标 或 隐 坐 标 。 这 个 名 称 可 以 这 
位 求解 释 : 在 对 方程 租 (3) 或 (8) 进行 积分 时 , 我 们 好 像 忘 记 了 循环 
坐标 的 存在 , 而 将 p。 看 作 不 变 参数 。 

在 上 邯 考 佘 的 例子 中 , “二 掉 ” 循环 坐标 相当 于 “忘掉 ”轨道 的 转 
动 , 而 得 到 的 划 是 重 物 沿 轨道 作 相对 运动 的 微分 方程 。 

“循环 坐标 ”这 个 名 词 本 身 和 如 下 事实 有 关 : 在 许多 力学 问题 
中 , 插 述 沿 封 团 未 道 ( 循 环 ) 运 动 的 角 了 不 显 含 在 工 的 牺 达 式 中 ,天 
面 , 是 循环 坐标 。 


一 yy” (Cv= py). 
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我 们 来 指出 在 共有 人 循环 华 标 的 完 歼 系 统 和 儿 义 保守 系统 之 加 


阁 干 相似 处 。 对 于 前 一 种 系统 ， 和 0, 对 于 后 一 种 系统 ,=0。 
对 于 前 者 ， 有 积分 p= const， 对 于 后 者 则 有 积分 刀 = const。 往 
后 在 讨论 到 力学 的 基本 积分 不 变量 时 ， 将 会 看 到 这 种 相似 的 根本 
所 在 。 : 

对 于 基 有 循环 举 标 的 系统 的 运动 ， 更 深 大 的 研究 将 在 第 七 蓉 


中 给 i J 口 


8 15。 泊 松 括 弧 
本 季 将 计 论 哈密 慎 运 动 方程 组 积 分 的 某 些 性 质 。 
丽 数 f(4; qi, pi) 称 为 运动 方程 


dq; gj dp:_ 9HF 一 一 s+ 
dt dp df Do. ($=1,.…,%) (1) 


的 积分 ， 如 果 对 于 所 答 系 就 的 任何 运动 ， 这 画 数 保持 常 信 6 不 
变 外 ， * 
f(t, qi: pi)= 6. (2) 
有 时 也 将 关系 式 (2) 本 身 虽 作 积 分 。 
两 数 万 (qi pb) 是 广义 保守 系统 的 一 个 积分 。 如 果 4。 是 循环 
坐标 ， 期 po 十 积 分 。 
显然 , 如 果 画 数 广 , …; 访 都 是 运动 方程 的 积分 , 则 这 些 积分 的 
任意 画 数 


F(fi,…, f1) 
仍然 是 积分 。 因 此 , 往 后 我 们 将 仅 对 独立 的 积分 成 到 兴趣 。 
如 条 已 经 知道 了 由 22 个 独立 积分 有 ;,…，fon 构成 的 积分 “ 完 
全 ”组 (2 是 系统 的 自由 度 ), 则 由 关系 式 : 


四 当 由 杀 谨 的 茶 一 还 动 转 到 为 一 运动 时 , 常数 c 的 大 小 将 会 改变 。 


$15。 泊 松 括 踊 9 
fu\t, qi, Di) = Ck (8 一 十 ， “1 272 ) (5) 


解 ii gq: 和 Pp; 米 就 得 到 有 限 形式 的 运动 方程 : 
(i ~ qi(t, Clr， Con) 》 Di = Wil(t) C1? Con )) (4) 


这 些 方程 包含 2 个 任意 常数 61,…, con。o 

因此 ， 如 地 知道 了 2n 个 独立 积分 ， 那 也 就 知道 了 系统 的 一 切 
还 动 。 如 条 知道 了 个 独立 积分 记 ,…, fu 其 中 1 二 2nr， 则 对 系 议 
的 运动 我 们 不 只有 部 分 的 概念 ,而且 1 您 大 , 这 个 概念 合 完 全 。 因 
此 ,我 们 总 欠 望 找到 尽 可 能 多 的 独 了 站 积分 。 

我 们 和 在 这 里 来 介绍 泪 松 和 牙科 些 提 出 的 求 运 动 方程 积分 的 
方法 。 

六 了 (tq 8:) 是 方程 (1 的 积分 。 则 当 以 哈密 顿 方 程 粗 (TD) 的 
任何 解 营 代 go 2 一 二 9) 时 ,而 数 了 了 变 为 常数 c, 期 按 方 程 (1) 


时 -3 of , + (a aH 3f 2) 


did dle Ws 


gg; 9p; dp; og 
泊 松 对 于 由 任意 二 画 数 y(t, gi pi) 和 由 (1, gi Pp,) 的 偏 导 数 所 


(9) 


均 成 的 如 下 表达 式 引 入 了 一 个 特殊 的 符号 一 一 泊 松 括 牟 : 
SPY -ap 3 
9 >( oq: 91 Ip; 5 (6) 
利用 泊 松 括 慌 可 以 把 公式 (5 
旺 (1 的 积分 的 必要 充分 条 写成 
+(FH)=0. : (7) 


泊 松 括 铂 有 如 下 的 性 质 : 

对 于 任 四 的 男 数 p(t, 927 下 (入 00) X(t, gy pi): 
1 . (py) = — (yp); / 
2 《cg, 则 一 cy ce 是 常数 ); 

3°. (pth X)=(pX) + VX); 
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4 (PHIXI FVXIP) 十 ((X9)W) 一 0 
Lo 9 _ [ap ， ay / 
*》 a8 (gyp) (FY )+(93) 


恒等式 1,2°,8°,5° 可 以 次 接 册 泊 松 括 弧 的 定义 (06) 得 到 。 
恒等式 4° 时 作 消 松 恒 等 式 , 可 借 特 殊 方式 来 证 明 。 合 XX 和 
是 作用 在 西数 f(zt …， wm) 上 的 两 个 一 阶 微分 算 子 : 


Sx af _v'y, 2f 
Xi Xr i Yh a (5) 


其 中 入 jp, Yn(==1,… 0) 都 是 变量 x,…, wm 的 函数 。 于 是 ,“ 换 位 
子 "Z-- X7 一 了 X 也 是 一 阶 算 子 @， 


Z1=XGPD-7CGXP= [XGO YX) I (9) 
p=1 


、 现 在 回 到 泊 松 括 弧 (pj) 上 求 。 这 些 括 弧 可 以 看 作 是 将 形 如 
(8) 式 的 线性 算 子 中 用 于 变量 为 vi pi(i =1, …，2) 的 西数 上 的 
鱼 果 : : : : ， 

Pf= (pf) = > 2+ 3 ) (10) 
这 个 一 阶 微分 算 子 完 对 决定 于 两 数 9。 而 数 业 和 也 可 以 定 
义 两 个 类 似 算 子 平和 XX。 | 
现在 来 直接 证 明 恒 等 式 4"。 将 4° 式 左 喘 的 任 一 双重 括 弧 展 
开 ， 则 其 每 一 项 都 将 包含 面 数 或 几 ， 或 X 的 二 阶 偏 导数 作为 因 
子 。 但 是 , ((gy)X) 却 不 包含 X 的 二 阶 仿 导数 ,而 和 式 
((VX)9) 二 (COX9)VD) = VX)) — (p(yX)) = 
二 (YP PT)X 
乃 是 关于 X 的 一 阶 微分 算 子 。 因 此 ， 泊 松 恒 等 盘 的 左 端 不 包含 X% 
的 三 阶 偏 导 数 ， 由 于 对 称 性 ， 显 然 也 不 包含 p 和 由 的 二 阶 仿 导 数 。 


DD 寿 接 计算 过 上 明 , (9) 式 右 端 含有 柄 数 了 二 阶 偷 导数 的 各 项 互相 拭 消 。 
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痪 匀 话 襄 ,4° 式 左 端 的 一 切 项 都 相互 抵 演 了 。 这 就 是 所 要 证 明 的 。 
现在 来 证 骨 - 一 个 基本 定理 。 
雅 科 毕 - 泊 松 定理 ， 如 果 f 和 9 是 运动 方程 的 两 个 积分 ， 则 

(fg) 也 是 运动 方程 的 积分 。 

证 明 ， 我 们 来 证 明 如 果 丽 数 和 9 都 满足 关系 式 (7): 


af _0 2g _ 
rt (fH) =0， 3 t+ 91) 0, (11) 
则 责 数 (fg) 也 满足 同样 的 甘 系 : 
UD + (fg)H)=0 (12) 
束 实 上 , 代 据 恒等式 5°， 


Ff9)= (0) (1)= 一 (GD0) 一 CCED)= 


=((Hf)g)+((gH)f). 
于 是 , 由 泊 松 恒等式 立即 可 得 : 


SfD + (Fg) A) = (Ff0) A) + (gH)F) + (Hf)9) =0. 
定理 证 毕 。 

二 述 定理 输 了 我 们 一 个 法 则 ， 利 用 这 个 法 则 可 以 由 二 个 积分 
fi, gi Pi;) 和 g(t, gi，Pi) 径 代数 运算 和 微分 运算 后 得 到 第 三 个 积 
分 : 


/of 3g 2f 3arN 
(fo) = (让 如- 作客) 
1 之 0gi op; Op: og: 


例如 , 取 了 和 (jg 的 泊 松 括 强 , 仍然 得 到 一 个 积分 , 如 此 等 等 。 
旧 是 不 要 忘 甩 , 这 样 得 到 的 新 的 积分 可 能 恒 等 于 零 , 或 者 是 已 知 积 
分 的 画 数 。 因 此 , 只 有 选择 特别 的 独立 积分 fi,…, fi(1 二 2n)， 才 
可 期 望 利 用 泊 松 括 显 得 六 (对 完全 积分 组 而 车 ) 所 短 少 的 积分 
f it1) ***, fono 
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作为 一 个 例子 由 ,我 们 来 计 论 与 外 界 作 用 完全 虽 移 的 自由 质点 系统 的 动 
量 积分 和 荡 量 夭 积 分 : 
Lz= > pa, Py = > pw Fs = > ja 
.= > m; = > (yp ~— 2py), dfy= > my =3 2p, 一 zx) 
M,= > m= > (rpy— ypz)) 


44 ti 
py=mi, py=my, PD:= m2. 

如 冻 系 移 是 报 开 的; 则 而 数 Po Po Ps Ms 痢 是 积分 , 即 存 在 “< 

恒 积 分 : 
Po=e1, Py=eo, 也 = Hy=74, My=es, M,= 06. (13) 

~ 有 二 大 晤 为 RON 了 Z)、 坏 短 为 Li(D Dy; 工 :) 的 外 力 场 存在 时 ， 如 果 量 
六 ,ZL 上 zr 上 Ly Lz 中 的 划一 个 为 寡 , 其 (7) 泊 中 相应 的 积分 成 并 。 

Dn 


+ Gm, 
(ppy) = 0, (Pb 一 一 5 =P 


dm dmy An omy 一 ypy 一 Mo 
之 op, 00. dz Py Fe 业 


我 们 主意 ， 当 让 众 括 弧 中 的 一 个 晤 (2 或 四) 属于 其 一 质点 ;而 第 二 个 量 双 属 
于 另 一 质 所 时 , 汝 松 括 缴 总 是 等 于 替 鬼 。 央 此 ， 
(PrDy)= 2 (ppy) =0， 
(PM) = > (pemy) = >_ 7。 = ., (14') 
(CM, Dy) = (many) 一 > mz = Mf,. 
将 字 坏 zy, 循环 转换 就 得 和 到 类 似 的 关系 式 : 
(GCPyP) =0, (PP,)=0, 
(PyM;) = Py, (PM,)= Py,, (C14" 
(MyM;) = M,, (CMMs) =M,. 
六 个 守恒 定律 (13) 并 非 独 六 的 。 由 关系 式 (1) 和 (14 站 可 以 断定 ， 如 轩 有 各 


分 


(m2nby ) 一 


1 一 CC 有 = 37 一 cp5) (18) 


由 agray i, liranroponrni I 芒 MexatHKa M. —J1,, 1940, 第 151 页 ， 
您 ”在 木 网 中 , 这 里 及 其 后 和 号 都 景 对 有 系统 全 伙 质 点 求 和 的 。 
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则 必 有 积分 : 
Py=cs, Ps=C3, 有 -一 66， (16) 
自然 , 这 一 切 只 是 对 于 热 轧 场 了 字 是 正确 的 。 在 非 热 力 场 中 ,由 等 式 
X=0, Ls=0, Ly=0 (17). 
人 不 能 郊 册 至 趟 
Y=0, Z=0, Ls=0®, | (18) 


四 “只 有 当 满足 等 式 (17) 时 ， 囊 有 守恒 积分 (15)。 与 此 相 优 积分 (16) 只 有 在 锋 
式 (8) 存 在 时 于 成 了 区。 


第 三 章 ， 变 分 原理 和 积分 不 变量 


$ 16， 哈 密 顿 原理 


我 们 来 看 有 % 个 独立 坐标 go …; gn 和 拉 格 良 日 两 数 L(t, gs 
di 的 任意 完整 系统 。 
只 分 
。、 
W = | za (1) 


to 

时 做 在 时 湖区 间 (to, 如 ) 上 的 (哈密 顿 ) 作 用 量 ， 而 表达 式 Lat 则 称 
为 元 作用 量 %。 

因为 丽 数 工具 有 工 =L(t, gi 1) 的 形式 ， 所 以 , 为 了 计算 作用 
量 (1) 议 必须 给 定时 间 间 隔 fot<h 上 的 画 数 gi 二 gi;(2) ($==1,…， 
n)。 换 句 话 襄 , 作用 量 本 力 是 依 瑟 王 系 煽 和 运动 的 泛 醒 数 。 

-如果 我 们 任意 地 给 出 一 组 丽 数 qj 二 gi( 引 (i==1,…,n)， 那 么 
我 们 就 有 了 一 个 在 运动 学 上 可 能 的 运动 (为 狗 东 所 容 首 的 运动 )。 
这 样 的 运动 可 用 以 0 和 了 时间 二 为 坐标 的 2%+T 维 增 广 坐标 室 寺 里 
的 一 条 曲线 来 表示 。 我 们 来 考察 所 有 可 能 的 这 种 曲线 一 一 过 空间 
已 知 两 成 形 okto qi ) 和 有 ii ) 的 “路 和 从 〈 见 图 29， 这 是 关于 

=2 的 情况 )， 也 就 是 将 系统 由 其 初 娩 时 刻 to 所 在 之 位 置 (q? ) 转 
各 到 时 草 二 所 在 之 称 了 位 轩 ( 的 所 有 可 能 的 运动 这 里 ， 禄 外 
时 刻 如 和 和 终了 时 歼 二 、 系 统 的 初 阁 位 置 和 称 了 位 置 都 是 事先 给 定 
了 的 。 至 于 运动 的 中 间 过 程 则 是 任意 的 。 


mm 


QD 对 于 身 然 冰 袍 ， 六 = 一 开 有 与 能 最 相同 的 最短 。 因 此 , 作 有 几 量 约 量 网 是 : 能 
量 关 时间 三 力 X 长 虎 X 时 间 。 


1 


I§ 16. 喧 害 访 旭 其 理 


"ii ts 


如 时 是 非 和 月 由 的 日 然 系统 ， 
则 我 们 所 考 和 的 运动 就 中 \ 受 一 个 
限制 : 在 系统 运动 时 , 加 在 系统 谷 
点 上 的 徇 束 不 能 侦破 坏 。 当 以 
立 坐 标 给 出 运动 时 ， 即 葵 出 9 一 
一 qi (t) ($4 二 1,…,%), 这 条 件 契 
自动 满足 的 。 
恨 变 在 所 考 舍 的 路 和 从 中 存在 
一 条 所 讲 的 “正路 芭 在 给 定 的 “9 图 29. 
- 厂 丙 数 下 (也 就 是 给 定 力 场 下 ), 系统 运动 所 沿 的 路 和 从。 对 于 正路 ， 
功 数 组 9 一 940) 渣 是 把 格 期 日 方程 _ 


dd of of . 
-一 一 一 一 如 一 厚 台中 。 ‘) 


我 们 将 过 点 se 和 弄 : 的 所 有 其 他 路 径 称 为 “ 旁 路 ”。 (在 图 29 上 ， 
正路 用 实 线 表示 , 旁 路 用 厅 线 和 表示。) 

我 们 求证 明 ， 和 和 劳 路 相 比 , 作用 量 丈 在 企 路 了 上 有 极 值 (严格 地 
说, 是 过 留 值 )。 这 就 是 哈 短 晤 原理”…。 

我 们 来 看 任意 的 昔 参 数 路 径 族 

qi=qi(t,oa) tot: yay; t=1,.…,%); 

当 @ 一 0 时 它 给 出 正路 ， 当 a 寺 0 时 浊 得 劳 路 。 识 所 有 的 这 些 路 径 
有 共 回 的 始点 Mo 和 终点 Mi: go 0 二 gi, g(t 0)= (一 YY 
<a<y; t=1,.…,n)o 

沿 族 中 路 径 计 算 的 作用 量 丈 力 是 参数 的 西数 : 


: 


QD 这 个 启 理 包含 在 哈密 赂 于 1834 一 1835 年 发 表 的 著作 中 《 兄 COopDHEEK “Ba- 
pHannOHHEC FPHHIHEIH MeXxaHHKH7，J. ,1959,， 第 239 页 )。 这 里 , 哈密 顿 假 定 了 和 邓 
统 是 平 各 的 (他 将 动能 了 表 水 为 广义 汗 度 的 二 次 型 作 为 出 发 点 )。 对 于 非 和 平稳 移 束 的 

一 般 消 况 , 这 个 愿 理 是 由 AM.B， 奥 斯 竺 罗 格 拉 得 斯 基于 18 人 8 年 答 出 并 洽 主 的 《内 辣 
书 770 一 771,829)。 因 此 , 上 沁 原 悍 有 时 称 为 哈密 秆 一 站 斯 蛙 罗 格拉 得 斯 基 原 理 。 


Sb 第 三 草 ”发 分 诛 吉 和 机 分 不 误 尖 
上 


YW (6) 一 | re, gi(t,0), g(t,a) dt. 
tn 


我 们 来 宰 盘 作用 量 玉 的 变 分 , 吉 对 9 的 比分 


ti ti 
四 olL oL.. 
| {= | (名 90; 0 SR ye 
to 


to 


t=1 


fi 也 
-| Sig 十 [如 -和 总)3qat= 
to oi i 


ti ， . 
本 aL d 31 z 
~ [> ~ aaat : (3) 
在 此 ， 为 了 变换 (3) 式 中 的 积分 ,我 们 利用 了 分 部 积分 法 和 变 
分 运 四 8 与 (对 时 间 的 ) 微 分 运算 算 亿 的 可 父 换 性 质 : 


8d = gi(b 四 = 二 多 0) sa 一 


90 at 


| aa qd 
= qi(t, sa |- 1 


此 外 ， 因 为 路 你 的 始末 丙 端 不 变 ， 所 以 当 1= 如 和 t= 丰 时 ， 变 分 
8q; 二 0。 因 此 , 被 积 出 的 部 分 等于 零 。 

由 等 式 (3) 可 以 看 出 ,对 于 正路 (a=0 eh 根据 拉 格 
妆 日 方程 《3) 式 最 后 一 个 积分 民 下 揭 表 过 式 是 等 于 雳 的 。 因 此 ， 

对 于 下 路 , 8W =0. (4) 

这 网 是 哈 党 上 顿 原 理 的 数学 形式 。 

区 之 , 行 对 于 庆 路 侠 8 于 =0, 则 这 路 径 是 正路 。 事 实 上 ， 由 于 
变 分 29 一 1 29) 的 任意 性 (80 在 路 径 两 端 为 零 ， 在 其 余 各 点 
完全 任 已 ), 根据 等 式 (3), 由 条 件 8 玩 =0 即 得 等 式 (2)， 即 关 王 正 
路 的 所 格 庆 日 方程 。 

出 于 从 哈 移 顿 点 理 可 以 导 内 独立 坐 丢 下 的 拉 格 斋月 方程 《 反 
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之 亦 维 )， 所 以 哈密 同 原 理 再 可 以 作为 澡 红 条 综 的 动 J 守 基本 不 

理 呈 。 

正路 (在 给 定 的 卫 而 数 下 , “ 芙 正 ”的 运动 ) 刻 可 以 用 拉 格 朗 晶 
型 的 运动 徽 分 方程 来 规定 ， 也 可 以 用 哈密 顿 变 分 原理 来 规定 。 但 
是 , 运动 微分 方程 和 变 分 原理 之 问 却 有 着 原则 性 的 差别 。 

运动 微分 方程 表示 出 时 刻 t 和 在 此 时 鹿 系 统 各 点 的 位 置 、 
度 、 加 速度 之 问 的 关系 。 如 果 在 某 路 径 的 登 一 点 上 , 这 个 关系 都 得 
到 满足 ， 划 此 路 径 必 是 正路 。 而 变 分 原理 则 是 从 整体 上 规定 了 束 
个 正路 。 它 表示 出 某 一 泛 面 数 的 极 值 (逗留 值 ) 性 质 ， 这 个 性 质 使 
我 们 得 以 将 正路 从 其 他 在 运动 学 上 可 能 的 路 从 中 区 分 出 来 。 变 分 
原理 有 着 更 直观 更 紧 痰 的 形式 ， 常 被 用 作 新 力学 部 门 〈 非 十 典 力 
学 ) 的 基础 。 : 

注 ， 微 分 方程 (2) 是 使 一 阶 变 分 5W 等 于 雳 的 必要 而 充分 条 
件 ; 这 里 的 下 是 形 如 (1) 式 的 积分 。 在 变 分 法 中 , 方程 (2) 叫 做 关于 
变 分 间 题 


ti 


bn 


的 欧 拉 微分 方程 。 


为 了 论证 哈 千 幅 康 理 ， 全 灵 利 用 了 独立 华 标 下 的 拉 格 朗 日 方程 。 然 而 ， 
在 自 狼 有 委 统 的 情况 下 , 这 些 方程 本 刁 基 是 得 自动 力学 癌 尖 方程 


N 
DF,— mi,)er,=0. (5) 


DP 二 让 。 


我 们 来 指出 怎样 利用 劲 力 学 普 尖 方程 (5 0 哈密 顿 原理 。 这 样 ， 拉 格 
日 态 程 也 就 可 以 立即 由 哈密 晤 原理 待 | 
如 果 在 m” 的 表述 式 


@ 前 述 哈 窗 帧 原理 的 怪 六 形式 是 在 力 有 势 ( 自 然 采 统 的 情况 ) 的 前 担 下 得 到 的 。 
原理 的 更 -- 般 变 远 形式 (包括 翡 有 势力 情况 ) 将 在 下 三 答 出 [ 见 99 页 , 公式 (9) 1。 
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: rr,(t,9;) {v=1, i N) 
中 , 将 qi 代 之 以 光 数 gi:(t,Q)， 期 7, 就 成 为 二 和 & 的 复合 贡 数 。 将 这 个 复合 
酌 数 对 “微分 (部 取 其 变 分 ) 即 得: 


or, -> 359 (v=1,., N). (6) 


个 会 式 和 第 30 芮 个 来 负 定 和 信 各 点 家 位 和 的 公式 (8) 完 侈 一 
由 。 办 于 , 在任 全 时 束 t， 拓 径 的 变 分 就 是 柔 秘 质 扣 的 盛 位 移 。 


a Th td 元 大 位 站 区 亲生 7 人 和 岂 天 ee 


序 使 不 利用 公式 (6)， 而 只 从 变 分 和 由 位 移 的 定义 出 发 也 可 以 确信 上 让 
论断 是 正确 的 。 事 实 上 , 变 分 sm= -了 sa 方 是 柔 综 中 点 P, 的 这 样 一 个 无 限 


小 位 移 : 申 对 应 于 某 一 固定 w 值 的 轨道 (gc=0 
时 就 是 正路 ) 上 一 点 到 对 应 于 参数 休 为 & 十 3a 的 
提 邻 轨道 上 一 点 的 位 移 ( 图 30); 而 相 邻 轨道 上 的 
这 两 个 扣 则 是 对 同一 企 时 到 寺 取 后 因为 当 对 
微分 时 , t 的 慎 是 固定 不 变 的 。 因 此 , sr, 就 是 点 

图 30 P, 从 它 在 时 剂 t 的 一 个 可 能 位 置 到 同一 时 璋 另 

可 能 位 所 的 位 黎 , 部 57, 是 系统 已 , 点 的 错位 移 。 

内 下 我 们 可 以 将 动力 学 竟 通 方程 (5) 中 的 sr, 看 作 撩 径 7， 9 变 分 。 但 


由 于 运算 乞 和 5 (对 的 微分 ) 的 次 序 可 以 调换 : 


a a 9 9 
J Sra rt 0 T(t, 0) a= 7,. 


办 之 


N 1 N 4 
> Mr dor, > Wryd r,, > mo or == 
] 


2 一 | 1 一 it 一 | 


~ 
= 元 4 7 了 ,Sr， 一 > Mi 了 ,= 5 Mur yor, ~ HT, 


v =] (7 


(7) 
其 中 5T 是 动能 T= Sm? 的 变 分 
一 


我 们 仍 以 54 表示 主动 力 F， 在 虚 位 称 5r,Cy =1…, N) 上 的 苑 功 ， 则 利 
省 (7) 式 可 将 方程 (5) 写 作 如 开 形 江 : 
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， 了 N | : 
5 于 十 5 一 二 之， mr Sr， 一作， 
7 一 上 
将 上 式 两 端 在 从 t=t) 到 j=l 的 区 有 闻 十 对 t 积分 : 


所 t=ti 


j (657 十 5 2 mr Br | 二 0. (8B) 


+= 二 1 t=to 


t=+ti 
这 里 [ ] 表示 方 括 台 内 的 表达 式 在 41=1 和 t=to 了 时 的 两 个 信之 六。 


但 当 t=t 和 上 关 二 时 估 径 普 无 变更 (因为 系 葬 的 始末 位 蓝 是 导 夸 给 定 了 
Fy): : 

r,to a)=ro, rt oa}=rb v= 1,., N). 
看 P 当 t=to 和 和 = 时, 567, 二 0。 因 之 , (8) 式 中 网 这 二 项 每 于 稚 , 于 是 , 可 
以 与 性 


f 1 


| (asT+aA}adt=0. (9) 
fo z 
我 们 来 看 力 有 热 =I(t, g;) 的 情况 。 丰 这 情况 下， 
54=— 561, 
其 中 5II 是 辆 数 全 (4， 2 六 而 等 式 (9) 可 以 写成 
ti 
jor- sH1) di = | 5L dt =0, 
| to 
由 比 郎 得 
ti £1 
SsW=81\Lat= | 6Ldt=0. 
jroo] 


于 是 , 由 动力 学 基本 方程 (5) 我 们 得 到 了 哈密 杆 原 再 5 了 本 =0。 如 前 所 述 ， 由 
此 便 可 以 立即 得 到 拉 格 戎 日 方程 


d aL 3 ， 
dt og ag = (1? =1,.…, nn). 


在 非 有 势 刀 如 的 情况 下 为 了 得 到 搞 格 期 日 方 种 , 代替 笃 (4) 他 当中 
等 式 (9) 纯 发 。 将 会 式 (3) [将 其 中 的 泵 数 工 代 之 以 加 数 T(t, gb 93)」 用 于 积 


QD) ET 3]] .= Slag 
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f 1 此 


分 | 37 df, 并 利用 广 动 力 的 元 功 表达 式 54= 六 iadp 如 得 : 
fo ol 
F< .ot a 37 
a 90.) do! = 0 
to + 一 


ga 0 RRA 
站 刁 "过 ,也 就 是 尝 , 下 路 应 当 浪 忠 拉 格 庆 日 方程: 
ad eT 27 


dag ag 人 


型 在 获 训 明 ， 下 2 的 人 日 展 之 全 比 之 沿 5 麻 路 站 人 否 为 被 小 。 
作为 一 个 例子 ， 我 们 来 fi 力帆 不 存在 时 ， 租 巡 党 球 1 而 运动 的 


非 自 由 质点 的 运动 ( 按 共 异 性 在 球面 
0 上 运动 )。 | 二条 质点 的 质量 -fs "71 二], 在 
球 举 标 直 (长 | 31) 
| 2 BR/ 
\ 人 - -7 -TP 十 sin py). 
x - 对 于 正路 
doL 97 _ 
、 ~ dt dp dp 7 
Mo Sf 
图 31. —— COnNst 


9y 
(凡是 循环 华 标 ), 即 
pC— sinpcospw?=0, sin 2py = sin ?po 
对 于 正路 ， 可 以 认为 万 束 度 mo 沿 子午 缆 ( 泪 二 const) 方 向， 其 
Wo 二 0( 这 并 不 损害 问题 的 一 般 性 )。 于 是 , 有 
=0, 9= const, v= Rp = const. 
因 紫 正 足 乃 是 注 人 图 绝 的 等 速 运动 。 起 寺 


ti 
W iw — WW ig = 5 | (v"— ve) dt = 


to 
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ti ft 


= Vo | Cv-v0at+ 仓 | (0 — v0)"dt > 
to to 
ti 

之 Vo | (pv— vo)adt 一 Vo(0 和 员 一 二 路 ) 
to 


三 球面 上 这 和 蒜 Mo 和 Mi 两 所 的 人 届 听 长 (7 正路 总 是 小 于 过 和 医家 吕 
两 总 的 任何 其 他 曲线 之 长 ogw。 轩 此， 
W sh %， 

但 这 只 有 当 criw% 二 一 及 gM 二 TR 时 地 是 正 傅 的 。 当 on% 宇 77 
时 ， 琴 本 就 不 上 肝 总 是 小 于 到 jp 而 作用 量 玉 的 最 小 值 将 在 大 国外 
下 (Mo 和 Ai 之 加 的 最 季 踪 区) 上 要 达到 。 如 采 沿 人 加 弧 蓄 动 辟 
Mi 以 使 此 妖 长 增 大 ， 因 下 的 对 径 点 (起 径 的 两 个 端点 二 为 对 失 
府 者 ) 是 一 临 掉 点 ( 当 到 达到 此 点 之 前 歼 rs 取 要 小 佳 , 而 
证 此 点 之 后 期 不然), 将 它 记 作 M8。 

在 一 般 情 况 下 , 也 有 类 似 的 情形 。 可 以 证 明 @, 当 了 Yi 点 充分 
第 近 Ho 时， 只 有 一 条 或 有 限 条 正路 通过 Mo 和 Mi。 而 当 点 和 
ek 足 储 远 时, 划 可 能 有 无 穷 多 条 正路 通过 刺 o 和 了。 届 有形 的 

这 样 一 个 临 手 位置 及 称 之 为 Wo 的 共 垢 动 焦点 。 于 是 ， 得 到 以 
小 的 喻 断 : 当 在 中 机 上 无 To 的 共 共 驱 动 焦点 Mo 时 ， 洲 1 正路 
MoM 1 的 作用 量 比 之 没 疤 路 有 极 小 值 。 


8$ 17， 第 二 种 型 式 的 哈密 顿 原理 


现在 来 讲 哈密 顿 变 分 原理 的 另 一 个 型式。 代替 n 十 1 纶 夫 广 毕 标 实 卫 ， 
我 们 来 看 2 十 工 维 增 广 相 空 间 , 在 这 个 空间 里 , 点 的 华 标 是 量 gqi, pi(i = 
m) 和 +。 我 们 来 注 穴 在 这 个 次 关中 过 Bo(g9, pp 40) 和 Bi(g1, pl t1) 两 点 的 
让 路 以 及 联 绪 这 两 点 的 一 切 可 能 的 其 他 曲线 (“带路 ”; 见 图 32, 4=1)。 


QD buonreB A.K,, O HadaTe laMHIbTOHN HIH OCTDPOrPAACKOrO HO 
BHATANG 了 2&HMEHEIICTO AEHCTBEHH JarpaHia 吉 于 717. LlI dan. Ar. Hayrk, CH6, 1889. 
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给 由 正路 的 混 些 基数 qi( 二 和 pi;(t) (= 41,…, 及) 油 足 哈 窗 巾 方 程 
dg oF dpi_ aU /._,,.. / 
dat 937” dt 79g; (i= bn). 

(1) 
三 计 阁 中 激 人 得 引入 一 个 依 蛋 于 44% 十 1 
个 独 泪 挛 量 的 本 数 L*(t， fi Di Qi) Di)) 
它 由 如 下 等 式 来 确定 中 ; 
L*= > bd-H(t, gy pi). (2) 
i=1 
不 难 丰 局， 利用 这 个 画 数 可 以 将 哈 窗 
上 烦 正则 方程 (bb 写成 抗 格 朗 日 方程 的 型 
TV: 
d 8 了 397 _ d 了 六 学 3 关节 。 
7 30, da, ) 元 dp 一 = (CT 一 | 人)， (3) 
内 为 正路 由 拉 格 舱 日 型 的 态 程 (3) 所 规定 , 所 应, 如 前 所 述 , 利用 积分 


f 1 


| L*(t, gi pi, di pi) dt (4) 
te 


在 正路 上 有 去 留 值 ， 到 


| L*+at=5 es pidt 一 也 Ja = 0, (5) 


to t=1 
莉 可 使 堆 广 相 罕 间 中 的 正路 从 光路 中 让 区 分 出 来， 

和 扑 春 上 去 似乎 哈密 模 原 理 的 第 二 种 现 式 (5) 与 第 一 种 型 式 3 =0 并 天 
任何 壮 别 ， 央 为 按 第 67 页 上 的 全 式 (8)， 天 达 式 IL* 和 图 数 工 是 一 一 样 的 。 
但 事情 刑 非 永 延 如 此 。 这 上 “对 有 浴 蒜 的 运动 才 是 正确 的 , 也 就 是 襄 只 对 这 样 的 
路 符 和 一) 2 二 DECt 们 一] …%) 闻 是 对 的 ， 在 这 路 径 上 月 数 qi(f 和 
pst ) 习 如 下 关 柔 相 联 又 : 


0b ，， 
Dw 30, (1=1,.,%), (6) 


中 等 式 (2) 的 有 油 实 际 . 上 于 东 亿 含量 二 Di, 风 此 ,在 所 答 博 况 下 ， 区 效 7 与 了 这些 


昌 无 关 , 内 测 ,与 区 =0 GE= 了 om。 


$ 18， 力学 基本 职 分 不 变 基 (强人 需 - 卡 当 积 分 不 变量 ) 03 
然而 , 在 第 二 种 型 式 的 哈 突 顿 原 理 中 (与 第 一 种 型 式 不 同 ! ), 24 十 1 条 给 广 相 


室 关 中 过 直 Bo 和 Bi 两 点 的 任何 曲 粒 都 可 以 作为 觉 路 进行 比较 。 对 于 这 上 乓 路 
得 ， 关系 世 (6) 井 不 一 定 算 满足 ， 因 之 ,在 一 般 情 况 下 ， 对 于 这 些 路 径 二 计 工 。 
如 采 对 于 公式 (5), 仪 限于 油 趾 等 式 (0) 的 那些 这 路 ， 则 人 哈 各 顿 原理 的 第 工种 
型 站 就 炉 恋 为 第 一 各 型式: 5W=0。 

还 贷 注 意 ， 和 各 哈 窑 巾 原理 第 一 种 表述 形式 中 的 点 Mo 和 Mi 不同 ，” 太 Bo 
和 Bi 古 不 能 任意 选取 的 , 因为 在 一 般 情 况 下 , 对 于 增 广 相 窒 闻 中 的 任意 两 所 
不 一 定 会 有 正路 通过 。 点 Bo 和 Bi 应 当 存 哈 密 顿 康 理 所 规定 的 正路 上 取 。 


$ 18， 力 学 基本 积分 不 变量 ( 辜 佑 雷 - 卡 当 积 分 不 变量 ) 

我 们 现在 米 导 出 如 下 的 一 般 情 况 下 作用 最 变 分 3 友 的 公式 ， 芭 
倪 始 时 歼 和 终了 册 刻 以 及 初始 伦 标 和 和 终了 坐标 和 都 不 是 固定 的 ， 而 
是 参数 a 的 图 数 : 


加 一 加 (ao = gq? (0), 
0 一 四 (0 GD (1) 
ti = #1 (0), gi =— gi (0) 
z ， 

在 这 情况 下 , 将 祝 分 天 = | zu 对 参数 & 微分 ， 六 部 积分 ， 
to 

便 得 到 

tle) 
8W = | Lat 
to(lo) 
[ ol Ls 
, 0 
一 一 -一世 - 一 
Liédt:— .Lodtot | 汪 ( 69; 3 389; )at= 
= L841] + >_p! | Sg; 1t=t, — Lotto — pARLAP 
t= 1 二 于 
t)， 
9L .a ooL z 
2 8 9 
一 | dt 99 3 dl, 3) 


| 第 三 窜 准 分 原理 和 和 供 分 水 灾 昌 


pi ,ji 


oq en = Dnt) | 380 (%=1,.…, RAN=0,1). (3) 


t=t; 


另 一 方面 对 于 和 络 了 华 标 ==H[ 刀 (a),aj 的 变 分 ， 有 如 下 公 


3g1 = G181 EX 80 


f=t, 
30 一 [89i -十 di (一 ,%), 


[39 一 30 一 9 (二 1 2) {4) 
元 全 类 似 地 有 z 
[8q9i li-to= 689i— grto (1=1,.…,n). (5) : 
将 [689;j:=:, 和 [9 ie 的 和 过 去 (4) 和 (人 5) 代入 3 由 的 表达 去 
(2) 中 ， 和 
1 大 一 五 一 万 ， 


一 二 


十 


我 们 琶 得 到 作用 量 的 变 分 EW 在 --- 般 情况 下 的 如 下 父子 a: 


1 bt: n 
oal, a 37 
3W =| Spisg; — Hst +| ( 完 - | 
b> 人 必 一 > Og 1 30， dqidt, (6) 


其 中 
计 1 
ba = 


二 
= > ,pligt— Hidti— > pg + Hosto. / 
t=1 i=1 
在 任 一 a 值 所 对 应 的 路 径 和 都 是 正路 ( 即 q;==0i(t,0) (i:=1,.… 
n) 是 一 族 下 路) 的 畦 殊 情 况 下 ;对 于 任何 a 等 式 (6) 有 端的 积分 .者 
将 等 于 替 , 因而 作用 量 的 变 分 公式 取 如 下 的 简单 形式 : 


8 13， 力学 基本 积分 不 变节 - 电 投 市 - ， 卡 当 积分 不 间 最 ) 95 


PP 


Ee hed Mei 


i t : 


L 0 
我 们 到 22-F 工 维 增 广 相 空 间 (在 此 空间 中 ， 扣 的 坐标 是 qi Pp; 
G=1 ,RD 和) 来 代 条 入 荆 1 维 增 广 从 标 空间 ,并 在 共 吊 到 一 生 
任意 的 阴 帅 线 Co, 它 的 方程 式 是 
Qi= gi(0), pi=pi(a), t=to(0) (8) 
(一 1 0U<aos< 17) 


这 里 ，a= 一 0 和 ua= 一 ! 古 册 和 线 (06 上 的 癌 一 点 。 我 个 以 直线 Co 上 的 
簿 个 各 作为 同 点 ,各 351 一 条 正 踏 (这样 的 路 径 , 在 和 给 定 始点 之 后 , 由 
合 帘 囊 正则 方程 组 所 蜂 一 决定 ), 便 得 到 一 个 封 肝 的 正路 管 〈 兄 图 
33,% = 1): / 
qi= q(t,0), pi=pi(t, a) 
(4%=1,.…,n; OSaEL), (9) 
其 中 
qi(t, 0)=gi(t, 1) 
p(t,0)=pi(t, L) 
: (1 一 二， 和 
在 这 和 客 子 上 再 任 取 一 条 闭 曲 
线 CO， 使 之 包 团 此 管 ， 莽 和 管子 
的 每 根 丹 线 仅 有 一 个 交点 。 曲 线 
Oi 的 方程 可 以 写成 如 下 形式 中 
qi= (0), p=pi(0), t=tit0). (10) 
我 们 来 浪 绎 沿 管 子 | 4 入 从 曲 简 0。 到 昌黎 C4 的 作用 县; 


df 图 。 38. 


 @ 对 寺 区 则 0 和 Ea? 内 的 每 一 个 “i 都 有 正路 管 的 一 条 确定 的 “人 考 线 ”与 之 
对 应 ， 而 在 这 条 志和 上 只 有 曲 黎 C1 的 一 个 点 。 因 此 , 对 于 每 个 w 值 只 有 曲线 CI 上 的 
一 个 感 忆 之 对 应 , 即 曲 如 C1 上 各 点 的 伙 标 是 参数 & 的 画 数 。 


96 、 第 三 意 让 分 原理 和 积分 不 变 最 
triter) 


W = Ldat. 


totlo) 


按 公式 (3). 在 任何 a 的 情况 下 ,我们 郁 有 


2 1 
a ba pg Tat 。 


外 江 芋 。 0 
将 这 等 式 在 gc=0 到 a=/ 的 区 站 对 4 逐 项 积分 之 ， 我 们 便 
得 到 : z 


| ! nn -|i 


0 | i=1 0 


! 1 也 


4 . { 
-| pg Ht — |S ptag = Ho8to= 


0 +=1 1=1 


一 中 Yis0i- Ht — + Spi8q: — Ht, 


CO, YI Co 4 一 二 


| 


Tb Ei z 
9 Spi3gs —H Ht= $b Spi8g — Ht. (11) 
z 7 


,i ,$= 


于 是 , 得 到 以 下 的 葵 斯 : 当 任 一 封闭 过 路 沿 正路 管 作 任意 移动 
《还 可 以 变形 ) 时 , 治 此 闭 昌 络 的 曲线 积 


a 


| I= Spig— Hat (12) 


+ 三 1 
保持 其 值 不 变 ， 也 就 是 说 它 是 个 积分 不 变量 。 我 们 把 积分 7 叫做 
康 徊 雷 一 卡 当 积分 不 变量 。 
现在 求证 骨 一 个 逊 命 题 。 衣 正路 由 一 阶 微分 方程 组 


doa. dap: 
= Qt, gn p), Ti =Pi(t, 97 pi) 


($=1,.…,n) (13) 


18。 力学 基本 积分 不 变 最 ( 展 合 需 - 卡 当 积分 不 变 最 ) 97 
所 确定 。( 这 样 的 息 设 是 很 自然 的 , 因为 系统 的 运动 应 当 由 其 初始 
数据 中 ， 风 人 = 二 2) 瞧 一 决定 。) 此 外 ,假设 给 出 了 订 个 雷 一 卡 
当 积 分 (12) 是 由 方程 组 (13) 所 确定 的 正路 的 积分 不 变量 ， 也 束 症 
襄 , 对 于 由 这 些 正 路 所 租 成 的 任何 管子 , 当 包 半 这 管子 的 封闭 过 路 ， 
上 上 的 点 随 此 通路 沿 管 之 母线 作 人 任意 移动 时 ， 沿 此 过 路 的 诸 体 电 一 
下 当 积 分 将 保持 其 值 不 变 。 我 们 要 证 明 画 数 记 和 两 数 OP 之 间 
有 有 如 下 的 关 予 : 
oH 


(i; 二 一 —， 7;= < 
an:; 90: 


即 方 程 (13) 是 险 党 量 下 天 方 程 ， 而 其 哈密 顿 商 数 其 是 了 的 积分 叶 
下 表达 式 中 的 而 数 已 。 

为 证 明 此 命题 ,我们 在 方程 组 (13) 中 再 补 增 一 个 方程 , 以 便 引 
进 一 辅 助 变量 (参数 ) : | 


(%=1,.…,%»), (14) 


0 d eT a dad at ~ 
dp (15) 


这 里 , T= 二 《tb qi 2i) 是 增 广 相 空 间 内 点 的 任意 醒 数 。 将 方程 

组 (15) 积 分 ， 我 们 便 得 到 与 变量 人 和 任意 的 初始 数据 0，zt(i = 
= 一 1 …; %) 和 如 ( 当 j=0 时 的 数据 ) 有 关 的 丙 数 形式 所 给 出 的 g;， 
2; 和 上 的 戈 达 式 : 

qi= pi( 907 Py, to)， : 

pi = wil wh; gq9, po, 如) (t=1,., 1n). | : (16) 

t=X( pn; g), 1, to) ， 
这 是 整个 正路 族 的 参数 方程 。 因 为 我 们 所 需要 的 仅仅 是 组 成 给 完 
党 子 的 那些 正路 , 所 以 应 当 取 曲线 Ce 上 的 点 型 o(g9 p9,to) 作 为 始 
点 ,也 就 是 襄 , 应 当 将 方程 (16) 中 的 9, 克 ) 加 代 之 以 

gq; (C0), 270) 加 (Ca). 

这 在, 我 们 便 得 到 租 成 给 定 管子 的 那些 正路 的 参数 方程 ; 

qi= (0), pi= p(k 0), t=i(K, 0) (17) 


9& 第 三 癌 变 分 原理 利 积 分 不 变 早 


rr 


(于 0<a< 和 1/)，; 

这 里 , 一 定 的 & 值 对 应 于 一 定 的 正路 (正路 管 的 “母线 ”)， 而 参数 A 
的 值 则 决定 了 这 条 正路 上 一 定 的 点 。 

合 凡 =const， 则 在 每 条 畦 线 上 就 得 到 一 个 点 ， 而 在 管子 上 划 
得 一 封装 曲线。 我 们 认为 积分 式 (12) 中 的 g;，p; 和 上 已 用 表达 式 
(17) 代 入 。 干 是 ,积分 了 便 成 为 参数 人 的 两 数 , 而 且 对 于 每 一 个 团 
定 的 上 值 , 它 和 都 是 洛 相 应 的 于 曲线 及 二 const 的 曲 科 积分 。 

根据 积分 了 的 不 变性 . 我 们 有 

cf 一 (0. 

这 里 宇 母 4 表示 对 参数 人 积分 。 在 积分 号 下 取 微 分 , 即 得 


0= 中 (dpisgi+padaga alst— Hast. 
i 
将 dsg; 和 d8t 改写 成 8dq; 和 8di， 莽 沿 半 过 路 进行 分 部 积分 ， 则 
得 多 : 
0= 4 >_ (dpidgi— dpidgi) — dH 8t + 8 dt = 


i=1 


| aH 
- dp t+ Sdt ) (dg Sdt )aps | 
$l( Pit qt( q+ dt )aps | 


. +(~aH + dt 1 


或 者 , 根据 (15) 式 , 将 上 式 逐 项 除 以 dp 一 这 
90= 4 {P+ sg (- Qt )ap + 


t= 1 bp: 


山 和 运算 d 和 运算 5 的 手续 是 可 以 交换 的 , 因为 它们 是 对 各 不 相同 的 独立 变量 w 
和 Q 取 微分 网 。 此 和 外, 当 进行 分 部 积分 时 , 由 于 积分 路 笃 的 始末 两 点 重合 ,所 以 匀 积 出 
的 部 分 等 于 零 。 因 些 ， 对 于 任何 两 个 国 数 & 和 vb， 当 耻 其 浴 封 朋 届 路 的 积分 时 恰 有 


us 二 一 中 sau。 


$18. 力学 基本 积分 不 三 景 ( 蛙 个 馈 - 卡 当 积 分 不 变量 ) 0 


a ,oH 
一 一 一 一 一 一 . 8 
+( ry ji (18) 


积分 号 下 的 表达 武 ， 对 于 任意 的 因子 并 都 应 当 是 全 微分 - ， 而 这 只 
有 妆 大 括 弧 中 的 表 运 式 专 十 需 才 可 能 。 匈 此 表达 式 等 于 鹤 ， 我 们 
. 便 得 到 : : : 


| dl 9 ,. 
i™ 9 上 $= 9""'9 ) 
3 以 3 (t+ 一 ] 9 


此 即 所 需 证 者 外。 

自前 面 的 论证 可 知 ， 放 全 雷 一 卡 当 积分 的 不 变性 可 以 作为 力 
学 的 基本 原理 , 央 为 由 这 个 不 变性 可 以 推出 : 系统 的 运动 由 哈密 顿 
正 划 方 程 所 规定 。 

注 ， 在 证 明 中 ， 我 何 售 引入 了 一 个 辅助 变量 w， 工 利用 了 由 曲线 族 p= 
= const 中 的 一 条 畦 到 其 中 另 一 条 i 轩 积分 1 的 值 保持 不 变 的 性 质 。 由 于 | 负数 
rt 95 Di) 的 任意 性 , 曲 钱 族 = eonst 实际 上 是 包 刚 答 定 下 路 管 的 、 不 相交 
的 任意 闲 曲 线 族 。 如 果 不 引 进 参数 4 ,而 就 以 时 间 4 作 参 数 , 那么 , 重复 问 样 
的 论述 ， 我 们 就 只 是 部 分 地 利用 了 积分 了 的 不 变性 (部 对 于 由 同一 时 记 的 状 
态 所 组 成 的 曲 钱 t=const, 积分 [的 不 变性 ) 和 而 不 能 得 到 所 需要 的 结果 。 

我 们 现在 来 比较 仔 和 地 守 前 一 下 万 仇家 一 卡 当 积分 的 精 俯 。 
在 证 仇 雷 一 卡 当 积分 (了 2) 里 ,时间 上 和 坐标 qi 二 有 辐 等 地 
位 ， 而 区 一 /1( 能 量 冠 以 负 号 ) 则 起 普 相应 钊 量 的 作用 。 这 是 一 个 
极其 深 列 的 类 比 。 
现在 引入 一 个 新 的 变量 * 对 积分 了 施行 变量 变换 ; 这 个 新 变 
荆 和 有 际 变量 之 关 有 如 个 关系 : 
z= — H(t, gi, Di). (19) 


由 此 关系 解 册 23: 
” 因为 (18) 趟 中 的 积分 角 路 是 任意 的 译 考 注 。 
oH 


@ 我 们 还 得 到 了 恒等式 “7 =， 蕊 是 哈密 级 正 出 方程 的 欢 论 [ 见 第 70 页 上 
的 等 式 (20)]。 
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p=— K(t, gr. fn» 2 D2s Dn ) (20) 
则 基本 积分 / 在 新 变量 之 下 可 以 写成 


1 = za pdgsd + pd — Kdg. (21) 


于 是 ,在 新 变量 之 下 , 积分 7 仍然 共有 着 伽 雷 一 卡 当 积分 的 形 
式 , 只 不 过 现在 起 时 间作 用 的 是 变量 qn 而 代 禁 以 前 的 能 量 总 的 则 
这 市 有 和 角 扎 的 种 量 pt 即 入 。 因 此 ， 在 新 变量 之 
下 , 邓 弥 的 运动 应 由 如 下 的 蛤 党 顿 微分 方程 组 来 摘 述 

dt oF dz _ 9Fk 


do az at | (99) 
dg;_9kK dp;_ 9K (j=2,.…, n) 
dq: 9p; dq! 99; 
这 里 , qi 是 独立 变量 。 
我 们 忆 稳 性 所 子 为 例 来 铬 明 上 述 间 题 。 对 于 浅 性 振子 ， 


Ht 
2 
我 四 取 4 作 独 立 变量 来 建立 正则 方 种。 为 此 , 命 
之 
一 ( 5 十 3-) 
由 此 解 国 
DP=M WA 一 22 一 cq2， 
于 是 , 在 扬 和 给 情况 下 ， 
KRK=—V mV Ds og. 
相应 的 正则 方程 (22) 可 以 写成 ; 
5 m 1 dg 
= VY 2 7 a 


由 第 二 个 方程 得 z 二 const = 一 4。 积 分 第 一 个 方程 求 得 t: 


其 中 w= 一 , 而 a 是 任意 常数 。 上 式 也 可 以 写成 


8 1 基本 积分 不 变 最 的 流体 动力 汉 藉 :人 铎 . 181 


。 和 
oot 十 并 一 ATO 色拉 -一 人 
VS 


gqg=Asin(wt to)( 4=/ 2) 


$ 19。 基 本 积分 不 变量 的 流体 动力 学 解释 . 渴 
姆 孙 和 玄 姆 堆 艾 关于 环 量 和 涡 量 的 定理 
为 了 具体 脉 明 积分 不 变量 的 概念 ， 我 们 来 看 作 具 有 势 1Cb zy yz) 的 外 


力作 用- 理想 流体 的 运动 。 根 据 流体 动力 学 @ 我 们 知道 ， 这 条 流体 质 点 的 
运动 方 称 有 如 上 形式 . 


| 


a 二 —gradll — uradyp, , (1) 


起 中 a 是 质点 的 加 速度 ， p 和 ?2 是 它 的 密度 和 压力 , 而 1 力 是 单位 质量 的 势 。 
讽 P 和 DP 了 之 肿 有 玖 数 关 条 p=f(p) (这 种 关 柔 物 别 是 在 等 温 沈 动 过 程 中 
成 让 )。 于 是 , 当 倒 


时 , 方程 (1) 便 可 以 号 成 _ 

= — gradll. (1") 

上 江 奏 明 流体 质点 的 运动 和 质量 为 w=1 的 质点 在 势 场 = (bo z) 

中 的 运动 是 一 样 的 。 因 此 , 对 于 流体 质点 有 的 运 动 ， 麻 伽 雷 一 卡 当 积分 也 是 积 
分 不 变量 , 它 在 答 定 情况 下 有 如 下 形式 : 

= 中 wz 十 oag Hao5z 一 到 5 (2) 

共 中 ww 妇 是 流体 质点 的 速度 分 量 [ 它 在 所 纵情 况 (m 二 1) 下 就 是 冲 量 pi]， 

B=5(wt w+w) +ii(t, &, 1 3 )， (3) 


因 死 , 在 七 稚 空 大 人心 x,y 2; 0 9) WwW) 里 ， 党 任意 封闭 通路 所 取 的 碟 分 (2)， 


@ 兄 , 例 如 , 柯 钦 、 吉 别 丘 、 劳 泽 攻 “ 理 论 流 体力 学 ”, 第 一 答 , 第 一 分 册 , 第 41 页， 
昔 俊 等 忆 , 让 等 获 育 出 版 社 出 版 ,1956。 
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当 肖 路上 的 点 按照 流体 运动 而 作 任何 向 动 时 ,都 将 你 持 其 企 不 变 。 根 据 公 去 
(1), 流体 运动 应 过 全 如 下 的 一 组 微分 方程 : 
dy dy_ dz 


WW 
dt ?dt ”dt , 
~ ~ (4) 
dw _ _ 90 dv ~ dw _ _ | 
dt ar’ ai ay” at 32 


在 我 们 所 讨 渝 的 特殊 情况 -下 , 方 穆 (4) 就 是 哈密 显 正 则 方程 。 

如 果 答 旧 了 一 个 具体 的 流体 运 荔 , 它 的 速度 荔 已 知 ) 邵 奈 数 2 让 区 ;2)， 
vt, ry) W(t TY 2) 是 局 敌 的 ; 出 程 分 人 0) 瑟 可 以 看 作 是 以 广 举 标 空 间 
(四 和 纵容 间 tx gz) 中 的 积分 。 当 使 积分 通路 消 流 体质 点 的 庆 药 路 人 符 作 任 
意 攀 动 时 , 这 个 积分 的 信 是 不 变 的 , 邵 积 分 | z 

bult, wy Ys SUT, ,yy dy et x yy da — Ft, ry, 《5) 

CU ， 

是 关于 其 有 和 给 定 速 旋 场 的 流体 运动 在 复 广 坐标 窑 间 中 的 积分 不 变量 。 
当 以 同一 时 列 (t =econst) 的 状态 福成 积分 湖 踏 时 , 积分 (2) 便 具有 
Dusz+ vay tin8 《6 ) 


的 形式 。 

在 流体 动力 学 里 ,这 个 积分 时 做 沿 名 路 0 的 速度 丈量。 于 是 ， 我 们 顺便 
得 到 了 关于 速度 环 量 守恒 的 渴 姆 孙 定 理 : 在 时 刻 {1 组 成 积分 淹 路 的 流体 质 
点 转移 弄 它 个 在 任意 的 号 二 时 弄 tz 所 占据 的 位 置 时 ， 环 景 (6) 保持 其 值 不 
变 。 


如 果 某 些 流体 质点 在 其 一 时 列 组 成 一 条 钱 ， 期 同样 的 这 些 质点 , 在 另 一 


时 列 仍 然 租 成 一 条 钱 。 往 后 我 们 将 几 到 随时 间 而 移动 的 、 变 形 的 “流体 六 ”以 
及 相 类 似 的 “流体 面 ?等 概念。 

由 环 量 守 恒定 理 可 以 断定 ， 每 二 个 封 附 的 流体 厂区 和 一 害 的 环 量 相 对 
应 。 


我 们 注意 , 棚 据 司 托 克 斯 公式 由， 积分 (6) 可 以 写成 沿 曲 面 8$ (由 溃 路 
所 图 成 的 曲面 ) 的 积分 形式 : 


DD 册 , 例 如 ,里 nxXTeHTOIEH 下 M., OCHOBD MaTEMATHYECKOTO HaXH38， M., 
1956, 7T. 2 TI 22， 4. 《或 徽 积分 学 教程 , 第 三 谷 , 第 二 分 贡 , 第 十 七 章 ， 第 614 有 ; 点 
蓉 仁 入 误 ,人 民政 育 出 版 社 。 一 一 续 弟 ， 


(YN 
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[| av52+ 0rdr+ ?ary, (7 ) 
S 
其 中 | 
~ G0 ab Ott gb dV 4 
一 一 一 一 一 9 一 一 一 人 (8) 


32 207 9x | 
是 某 一 矢量 的 分 量 , 这 人 矢量 叫做 速 庶 油 量 ( 旋 度 ) 或 简称 渴 师 。 积 分 (7) 常 
写成 

二 QadS (7 ) 


的 形 芭 ,其 由 02; 是 矢量 8 在 昌 碳 有 方 辣 乓 授 呈 ， 加 为 出 面 汪 有 国光 商机 。 

由 下 可 品 , 积分 (7) 和 给 山 了 通过 出 面 避 的 社 流 量 。 出 速度 环 量 人 年饭 员 定理 这 即 果 

得 油坊 守恒 定理 : 骨 一 有 寻访 体 商 融和 军 过 此 面 一 一 定 的 渴 流 最 相对 应 四。 
共有 答 定 速 虐 场 的 流体 运动 尖 完 于 微分 方程 租 : 


dx di dz 
a t, 0 Y, 2 )» 7 t, 2 Y, 2 7 Ar bt, 2 2). (9) 


对 于 方程 租 (9) 的 积分 曲线 而 言 ,积分 (5) 是 积分 不 变 贡 。 
现在 我 们 手 出 这 样 一 个 时 题 : 除 方程 组 (9) 而 外 , 还 有 于 此 形式 为 


Pat my) ame) Ro mya) Trp (10) 


的 微分 方程 钥 具 有 这 一 性 质 ? 也 就 是 座 ， 还 有 那些 方程 组 具有 积分 (5) 这 样 
的 积分 不 变量 ? / 

为 了 回答 这 个 明 题 ， 我 全 在 方 得 组 (10) 的 积分 曲线 上 引进 一 个 参数 凡 
同时 , 条 在 前 一 书 中 所 做 的 那样 ， 今 (10) 式 的 比值 等 于 乘积 (tx) 7 :Aw 
这 里 的 了 是 任意 两 数 。. 我 们 来 看 方程 组 (10) 的 积分 册 线 管 和 包 立 这 管子 的 
竺 闭 通 路 C， 对 于 这 通路 y= const = ce。 注意 ， 消 通路 0 积分 (5) 的 什 和 售 
4 二 C0 万 关 。 

以 字母 a 表示 对 4 的 微分 , 并 重复 第 98 真 上 的 推 邯 ， 则 由 会 式 (8) 使 得 
了 于: 


0=adhuset vayt ws — Et 一 


一 Pduset dveyt diwos — dbst— dudr— ovady— witzt 
急 由 此 可 久 , 移 别 是 在 理 加 流 体 的 流体 体积 中 ， 滴 量 氏 不 能 消失 ， 也 不 能 产生 
(当然 是 在 力 有 势 , 而 及 关系 po= 廊 2) 成 了 的 情况 下 )。 
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一 一 we 


+ oat = | - fd 二 0: 十 (党 二 ,Jat lert + 5 十 
十 [上 * 162 +| — db — nh 一 dy ls 十 di jt 
式 中 59 相 52 的 骤 数 可 由 57x 的 条 数 多 字母 作 循 环 获 换 后 而 得 a 到。 

将 dz， dy U4) dt 作 分 另 2 用 ( 10 ) 式 的 相应 分 了 他 和 和 "(t, 汪 ， 2) zdn 的 浅 秘 来 
代替 ; 期 因 称 分 号 下 的 表达 式 对 于 任意 选取 的 酌 煞 x(i, 2 8) 都 是 全 微分 ， 
所 以 它 应 当 恒 每 于 寡 。 因 之 , 方 括 缴 中 的 吉 达 式 (将 其 中 的 四 个 微分 dao dy,， 
dz; dt 分 别 以 与 其 成 比例 的 量 已 和 王 , WU 代 赫 之 后 ) 等 于 等 , 即 如 下 的 等 式 成 


应， 
oe oa 2 一 

widt (E+) =0, 

rp— ER+ (车 + 0， (11) 

sD (= 0 

O23 

ow ak, du . 
一 - 《 
(P+ 2] pt (2 + 2) Qt + 7 )R= 0. (12) 


洁 必 地 0 时 关 采 汉人 2) 是 等 多 兴 二 | 册 妆 =0 时 (12) 则 是 (11) 和 (1 ) 
的 推荐 ” 品 


”由 侍 ) 的 第 一 个 搜 影 式 
2 gt eu ox Qall 


a1 Fr “3 3z 37 


便 人 加 
gu 9 9 tt v2 5 ) On _ 2 = _ of 
at 8z 9 ay ar az 97) dd 
利用 (和 ) 式 可 将 它 写 成 
ou | 9 
. at dr 人 一 2 
的 形式 。 阅 理 可 得 ; . 
dv aE 
了 3 一 Ud, 
ow gt 
fa LE 


于 是 , 当 UV=0 时 ,利用 (11) 式 借 有 
ou , dENp, (ov, oF dw | 9F Np 
(55 二 ) Pt+( 5)9t( 虱 + 闪闪 = 
= wp (WSU GT 二 Ce 一 
三 MO 一) 十 2 一 有) 十 (一 7) = 0. 
一 一 去 考 注 


3 19. 基本 积分 不 六 最 的 广 仁 动 广 学 航 秤 105 


等 式 (11) 和 方程 (10) 一 起 次 定 了 所 有 邯 些 以 积分 (5) 为 其 积分 不 放量 的 
微分 方程 组 。 我 们 来 找 其 中 本 =0( 即 at=0) 的 慎 些 组 。 此 时 ， 册 (11) 式 使 
有 有 : 


re ee 


ep et 


sd (13) 


方程 得 (43) 的 积分 曲 嫉 时 做 渴 浇 。 
KI, 通 线 的 黎 分 方程 秃 是 叭 -的 一 般 以 积分 (5 为 其 机 分 不 变 拓 网 时 
区 有 8 的 方舟 @。 
弛 千夫 可 忆 往 所 - -个 重要 推论 。 
下 于 (x yz 了) 市 到 任意 一 要 渴 线 管 和 出 继 这 根 管 子 的 两 条 授 路 C 
和 (图 计 )。 根 持 机 个 (5) 对 于 油 线 的 不 变性 我 僻 估 有 
中 Wr ioy+t ss— Fé t 一 uaz 061 十 1052 — E65t. 
(1 1 
现 开 任意 给 定 一 个 数 z> 小 将 会 间 ( 站 2 二 的 短 一 点 都 由 其 原来 位 寻 
秆 到 (zy zt 十 人 外; 这 里 zy 2' 是 在 时 到 坐标 为 已 2 2 的 流体 质点 
二 时刻 t 十 t 时 所 占据 位 苇 的 坐标 。 在 这 样 的 移动 之 上 下， 漏 继 就 沿 普 流体 质 
所 的 表 迹 转变 为 其 一 条 新 的 纹 , 我 们 将 达 条 新 纹 呈 做 “ 移 位 研 ”"。 桓 原来 办 泻 
乏 管 剧 郝 变 为 入 位 狼 管 | 明 路 C 和 (2 则 蛮 
成 焉 小 Di 和 了 ( 见 图 4) 国 。 但 这 样 的 移 
动 直 人 慌 涉 体 质 扎 的 运动 来 实现 的 , 所 以 在 移 
动 时 积分 全 ) 不 改变 自已 的 全 如 


5 


| 万) 人 2 Da 


中 = 中 (14) 
Ta 


@@ 积分 (5) 也 是 那些 dt 才 0 的 其 他 方程 组 "例如 方 强手 (9)] 的 积分 不 变 蝶 。 
@@ ”我 们 这 里 所 讨论 的 油 线 管 是 位 于 四 给 罕 间 (er yz 二) 时 的 , 但 在 医 计 上 柑 未 
划 出 z 款 。 


六 之 ,有 


7 图 “34. 
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，. -- Oo OO 


Di 和 7 可 以 看 作 是 包 周 移 位 线 管 的 作 意 两 条 过 路 。 有 用 , 等 式 (14) 夹 
明 积 分 (5) 对 于 “ 移 位 绪 " 是 不 变量 。 同 时 , 消 每 条 修 位 米 和 如 同 沿 渴 线 一 样 ,也 
有 旺 一 0。 央 之 ， 移 位 线 只 有 前 所 指出 的 仅 为 渴 线 闻 可 能 其 有 的 那 种 性 质 。 
这 也 就 是 齐 , 移 位 粥 是 育 线 。 丘 时 ， 由 于 息 动 的 时 间 z 是 任意 的 。 所 以 当 构 
成 渴 线 的 流体 质点 运动 时 , 涡 姜 永远 保持 为 湄 米 。 

由 此 我 们 得 到 委 姻 堆 花 定理 , 这 定 再 可 以 这 样 次 表述 : 涡 烧 是 流体 线 。 
吐 使 还 得 到 如 下 稍 论 : 每 根 涡 管 都 有 一 完 的 “强度 ”这 个 “强度 "Ih 积分 


Pusrt roytinss — 5t | (15) 
如 
江 流 体 运 动 时 ， 这 个 量度 交大 小 下 不 灾 的 。 2 有 取 辐 一 时 天 E565t ==0) 网 
涡 线 管 时 , 蝇 放 (15) 就 是 党 直路 0 风速 氏 环 是 : 


中 wx 十 V5Yy 十 W658， 


ff 


8$ 20. 广义 保守 系统 ， 惠 特 克 方程 . 雅 科 毕 方 
程 . 莫 培 督 一 拉 格 朗 日 最 小 作用 量 原理 
我 们 来 考 罕 广义 保守 系统 ， 芭 画 数 岂 不 显 含有 时 间 1 的 任意 系 
煽 (也 可 能 是 非 自然 系统 )。 这 种 系统 有 广义 能 量 积分 
H (gq, pi) 一 天 (1) 
这 个 积分 和 当 ql 是 循环 坐标 一 .=0 时 所 出 现 的 冲 量 守 


”全 积分 2=c 是 类 似 的 。 

爹 于 时 间 变 量 t 和 和 便 环 伦 标 之 间 的 这 种 类 似 性 ， 可 以 期 望 利 
用 能 量 积分 (1) 使 运动 微分 方程 的 阶 数 降 低 二 阶 。 

为 此 目的 ， 我 们 来 看 普通 的 〈 非 增 广 的 )22 维 相 窟 间 ; qi, np; 
(i 二 1,…, 9 是 这 空间 中 点 的 坐标 。 我 们 仅 限 于 讨论 相 空 间 里 那 
样 一 些 扎 ， 它 们 的 坐标 消 足 负数 玉 有 问 定 值 的 方程 (二 。 换 名 话 
” 规 , 我 们 只 限于 讨论 总 能 量 刀 等 于 和 给 定 值 天 的 那些 系统 状态 。 
此 时 , 由 于 按 等 式 (1) 有 : / 
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epee pb eg -一 下 


bp Hat=hdbat=0, 


“ 履 基 订 积分 不 变 芋 了 可 以 与 成 


1= 中 >pay 2) 
用 形式 。 : 
现在 将 部 量 中 的 东 一 个 警 如 Pi 从 方程 (1) 中 解 出 来 : 
HI1 一 — kK(gqgi; “yn Por Pns h). (3) 
将 解 得 之 表达 式 代 大 积分 (2) 中 的 pp, 我 们 便 得 到 
了 一 三 pao- Kagi. (4) 
12 


如 果 将 9; 和 和 (一 2 2%) 看 作 基 本 坐标 和 冲 量 ， 而 将 变量 gq1 看 
作 起 着 时 间作 用 的 变量 (代替 函数 互 的 有 了 丙 数 太 )， 因 积分 不 变量 
(4) 仍 然 具 有 订 爸 雷 一 卡 当 积分 的 形式 。 因 之 , 系统 的 运动 应 当 满 
是 如 下 的 24 一 2 阶 的 哈密 由 微分 方程 组 ( 见 818): 
dgj 3 有 dp;_ 3 
dg ap; dg 9g; 
这 租 方程 人 出 患 转 克 得 到 , 被 称 为 惠 特 殉 方 程 。 
将 惠 特 克 方 程 粗 积分 之 , 我 们 便 得 到 以 变量 gt 和 任意 常数 及 ， 
C19 "ys Con—9 的 疼 数 形式 表 出 的 量 df 和 Dj 一 2， 1): 
qj;= Pi( 1 hy C0 Coan2), Pj= Wi(q1 hy C1 Con—2) 


(j=2,.…, %). (5) 


(J = 2,.…, 1%). (6) 
本 将 所 得 之 表达 式 (6) 代 大 公式 (3), 全 得 到 Zi 的 类 似 表 达 式 : 
D1 一 ti( gi h, C1 **'), Con_2). z (6 ) 


这 样 ， 相 空间 中 的 所 有 圾 道 ( 即 运动 的 儿 何 图 象 ) 都 完全 外 确 
定 了 ， 
坐标 和 时 间 之 间 的 关系 可 由 方 各 一 5p, 用 求 和 法 得 到 
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rr 


d ” 
t= | 本 人 十 Com 一 1 (7) 
ap 


这 里 ， 电导 数 人 六 中 的 一 切 变 量 都 要 按 等 式 (6) 和 (6') 以 qj 类 出 。 


愉 沁 本 型 的 证 畦 克 方 各 组 (5) 可 以 用 和 它 泽 价 的 拉 格 衣 日 型 
方程 组 


qd oP apP . 
广 一 一 一 介 ( = 0, 8) 
dqi19qg; oodg; ， (8 


求 代 下 ,其 中 艰 一 人， 而 类 位 于 接 格 毅 有 机 数 的 击 数 己 和 类 似 本 
哈 央 顿 机 数 的 画 数 玉 则 以 如 下 等 式 相 联 系 @: 
已 = PC ,qm 9 9%) = DS pg — kK. (9) 
j=2 


在 这 关系 式 的 最 后 部 分 , 钟 量 p; 应当 以 其 通过 


= .dn 
dg ， dqi 


表 用 的 表达 式 米 代 往 ， 而 这 些 表 述 式 可 以 从 (5) 式 的 前 % 一 1 个 万 - 
枉 得 到 。 
现在 从 等 式 (3) 和 (9) 出 发 ， 把 画 数 尸 的 表达 式 改写 成 如 下 形 


qo 一 


A: 


P= Soil p= Dp 1 (L+H ). (10) 
J 一 2 “= 站 
在 自然 系统 ( 即 通常 的 保守 系统 ) 的 情况 下 ， L=7T-I1, H= 
= 人 [i ; 医 | 而 ， 
1 27 
-一 一 一 L+H 一 一 一 一 
元 ) di (11) 


而 且 动 紫外 可 以 号 成 


| 


@ 上 见 第 67 页 上 的 等 式 (8)。 


T= Sand dr = 919(g1 "9 Yn qa, gn) (12) 


的 形式 , 其 中 
Gqiy ,qn 9" Gn) = -5 > Dl eng i gk (qi= 1). (1%) 
由 等 式 (1) 和 (12) 得 
于 是 画 数 书 就 可 以 写成 如 下 形式 : 
P= 妆 -VEOCTJ (1 


当 而 数 已 取 (15) 式 和 形式 时 ， 微 分 方程 (8) 称 为 雅 科 些 方 
程 。 

将 雅 科 毕 方 程 积分 之 ， 我 们 重 得 到 坐标 宗 间 (gb …， gw) 中 的 
全 部 轨道 : 


qj;= Pi( 91 h, C1 ***, Con-2)-. (16) 

坐标 和 时 间 变量 之 问 的 联系 可 借 求 积 方法 由 关系 式 (14) 得 到 
G z 
l= [yi 入 I! dqt + Com- 1 (17) 


我 们 现在 则 来 建立 莫 培 叔 作用 量 点 理 。 由 于 
程 48) 是 搁 格 期 日 型 的 ,所 以 由 它 可 以 守 出 变 分 原 理 , 按 这 诛 性 ， 
人 了 正中 局 4 有 


aW* =0, . (18) 


式 中 环 = | Pdg (19) 


@” 这 入 方程 是 由 德国 数学 家 区 ， 雅 科 毕 导出 的 , 车 发 表 在 他 的 经 典 性 著作 一 
“动力 学 讲义 ”一 书 中 ;证书 出 版 于 1886 水 (有 艇 层 本 , OHTH, 1936)。 在 非 自 然 的 广 
浆 保 宇 系 统 的 居 况 下 维 科 坟 方 权 里 的 图 数 己 由 公式 (9 桩 确定 。 
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叶 做 朱 格 其中 作用 量 。 这 里 进行 


比 较 的 是 广 勾 体 导 系统 的 所 有 这 
样 一 些 运动 : 它们 的 总 能 是 有 同 
一 的 值 及 而且 在 这 样 的 运动 中 ， 
系统 由 给 定 的 初始 位 置 q? 转移 
到 给 定 的 末了 位 置 g; (图 .35)。 但 
时 刻 如 和 刀 却 不 是 固定 的 ， 当 由 
正路 转 到 旁 路 时 它们 可 能 家 有 变 
4 图 35. 更 由。 
利用 等 式 (10) 来 表示 积分 (19) 的 两 数 P， 我 们 便 得 到 拉 格 和 朗 
日 作用 量 下 ”和 哈密 顿 作 用 量 下 之 间 的 关系 : 


f 1 ti 
Ww* = | Ct)at= frr aw +r) (20) 
te to 


在 普 道 保守 系统 的 情况 下 ， 可 以 利用 表达 式 (11) 将 拉 格 良 晶 
作用 量 写 成 如 下 形式 : 


ol 


1] ru- 2 他 >t _ 5- [m0.as,. (21) 


4 一 了 | 


Sy 


上 上面 得 到 的 这 个 到 ”的 表述 式 吉明 : 拉 格 朗 日 作用 量 WW” 等 于 
系统 各 质点 的 动量 天 量 治 系统 相应 位 移 所 作 之 功 。 
变 分 大 理 (人 13) 称 为 莫 培 督 - 拉 格 朗 晶 最 小 作用 量 量 原理 乌 。 


We 


作为 一 个 例子 ， 我 们 拿 上 马 的 光学 原理 和 莫 寺 悄 - 拉 格 姑 日 最 小 作出 量 


@ 等 式 (18) 表明 拉 格 裔 月 作用 是 沿 正 路 有 逼 留 值 。 解 决 作用 量 WV* 治 正 路 有 
最 小 值 的 剖 题 完全 和 给 寅 加 原 理 一 样 , 也 绽 引 入 动 焦点 。 有 基 这 个 问题 更 详尽 的 寻 论 
RE CYCAoB L.K., TeoperHyecr a MEXaHHIa, § 248, 

外 这 个 诛 理 取 先 是 自 葛 培 叔 于 工 年 以 纱 较 含糊 的 措 阅 提出 的 。 原 理 严格 的 
表 冰 和 询 评 旦 由 未 格 良 只 二 160 年 给 出 的 。 


$ 20. ， 广 义 保 守 系 统 - 111 


Eo er 


根据 营 需 原理 , 光 入 在 非 均 匀 介 质 中 的 估 播 , 是 按 巩 使 其 通过 时 间 


1= | 全 z (22) 
， Sg + 
取 极 小 值 的 路 笃 行 进 的 。 
当 存 介质 中 的 每 一 点 上 都 引进 一 个 折射 柔 数 4= 二 ( 黄 空 时 的 光速。 和 
答 定 介 质 中 的 光速 "之 比 ) 时 , (22) 开 就 可 以 写成 
| = nds 
.2 


的 形式 , 其 中 汪 是 介质 各 点 的 丽 数 。 于 是 , 费 马 原理 可 以 写成 . 
5 | nds=0. (23) 
另 一 方面 , 对 二 质量 为 负 的 一 个 质 成 I 帮 堂 ,由 于 记 mw? 二 I= 疏 由 莫 培 
叔 - 拉 格 节日 床 理 借 有 


是 


5 mds=V m6 [Re 。 . (24 ) 


oo 


本 会 式 (23) 和 (24) 可 纪 , 当 
=h 一 地 (25) 


时 , 光线 的 轨道 和 质点 的 轴 道 元 全 一 样 。 
如 果 将 地 而 附近 的 折射 指数 ”% 取 作 随 高 庶 ? 而 减 小 的 线性 本 数 : 


7% 一 wo 1 一 5 一 (26 ) 


其 中 刀 是 大 气 层 高 度 则 当 上 略 去 与 ( 言 7) 同 院 的 小 量 之 后 ， 即 得 


n=h— ni(1-2k)=ctg : (27) 
其 中 
了 
c=h— 坟 ng g= (28) 


@ 见 , 例 如 ，Pose H,B., [erman HO aHANHTHIECORON MEXaHHKE, I. 1,， .J., 
1938, 93-94 页 。 


公 玉 027) 决定 了 近 蝴 而 处 随 > 他 变 化 的 重力 之 热 。 
基 此 ， 当 扩 姑 指数 郊 按 上 述 方 式 随 高 度 变 化 时 ， 光 线 将 沿 戎 以 锥 垂 线 为 
再 的 抛物 沪 传 播 。 
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$ 21.， 慢性 运动 . 保守 系统 的 任意 运动 与 测 地 线 的 关系 
假 起 纵 定 了 一 个 任意 的 平稳 系 葬 , 它 的 动能 等 于 


1 


1 .. 
T= 2 tg gang (1) 


知 以 如 上 的 正定 二 欢 5 微分) 型 所 定义 的 平方 弧 长 ds? 作 为 坐标 空间 
《dg ” gw) 的 度量 ， : 


ds2= 之 ，dikr(gb qn) dgidgi, (2) 
t=1 % 
则 诺 竺 各 标 雪 间 中 而 点 (9 和 (的 曲 芒 中 长 可 曙 绎 等 式 

他 (C01) 

5 一 Yn dirdqid qx (3) z 
| | iyeo=1 

痒 会 趟 (4) 和 (2) 加 以 比较 , 贫 得 讲 夭 萄 运动 时 的 动能 
,_ 1/dsy 
《 = 到 (个 ) ’ (4) 


即 在 度 最 (2) 必 上 采 太 的 动能 永远 入 条 从 标 宏 间 中 人 汝 示 点 ”的 动能 相 辐 ， 
具 要 这 为 这 个 点 的 质量 由 La 四 
税 们 现在 来 看 系 区 的 惯性 运动 (=0 的 情况 )。 在 这 种 运 吉 中 ， 表 示 点 
的 一 切 可 能 雪 道 都 叫做 [关于 度量 (2) 的 ] 测 地 生 。 按 公式 (4), 由 能 量 积分 
7 =h 
i 
=A/ 2h, (5) 
序 与 惧 性 运动 (以 及 动能 为 常数 天 的 任 们 运动 ) 相 对 应 的 是 坐标 空间 (wo …， 
dn) 中 表示 点 的 匀速 运动 , 其 速度 为 MY 3。 
控 坟 小 作用 量 原理 , 测 地 线 力 是 变 分 半 题 
6H*=0 : (6) 


$21.， 慌 性 运动 ， 作 生 芝 统 的 任 间 运动 与 油 地 线 的 关 闲 3 


的 披 全 线 中 ,这 于 的 WW* 是 拉 格 期 耳 作 用 鲁 。 但 在 所 科 洛 约 稍 况 - 元: 请 
是 下 路 和 艺 们 都 有 4 为 辐 定 值 的 能 黄 积 分 T=h。 因 EE， 


i 
1* = | 27a =2ht ty) =V 5 (7) 
F, 
其 中 := 和 M4(t 一 to0) 是 华 标 乞 祥 间 (g， ,qn ) 出 曲名 的 长 度 。 
变 分 问题 (6) 取 如 [下 形式 : 


0 
;| VY Sasranag, =0. (8) 
| ) 1 .天 二 | 

因此 ， 调 地 炉 的 标 坟 是 : 和 其 它 与 测 地 线 有 莫 网 端点 的 曲线 @ 相 比 较 
浏 地 熏 的 趾 长 有 极 值 看 切 地 给 ， 最 如 稻 信 ) ( 匈 缆 110 真 上 的 图 和 5)。 

在 拉 格 期 日 作 岂 景 党 正路 有 极 小 值 的 情况 证 测 地 线 的 改 长 小 主 和 测 地 
线 有 太 同 剖 所 的 任何 其 他 曲线 的 是 长 史 。 

因此 , 测 地 钱 也 此 做 空间 的 短 健 栈 。 : 

坦 在 来 有 君 保守 及 和 类 ， 蔬 有 共有 不 显 伟 时 有 间 上 的 势能 下 = 下， 的 十 
和 有 和 统 。 在 这 情况 F, 按 前 书 的 从 式 (15) 和 (19) 则 有 


di 一 一人 人 
仇 *# 一 2 | VG(Ch—I) dg 一 9 | Vm > amdqidqr. (9) 
gq? 0 fk 


办 此， 保守 系 耕 具有 答 定 总 能 量 值 的 运动 , 在 华 标 襟 间 里 ， 是 梁 落 变 分 间 
题 的 极 值 曲线 (具有 岗 完 端点 的 ): 


一 一 一 一 
| Vian I) as dqidqr.=0 : (10) 
本 tik=1 


而 实现 的 。 
从 会 式 (10) 和 会 武 (8) 的 比 台 中 可 以 咒 朋 ,对 于 你 等 柔 耕 而 证, 正路 机 道 
力 是 以 


人 


四 即 玉 ”版 志 留 秆 的 那些 曲 戈 。 

多” 在 莫 培 娩 ~ 拉 客户 日 原理 中 ， 下拉 和 区 络 所 要 求 的 “等 能 中 性 " 闪 没 有 对 
健 标 鹤 间 中 的 比较 曲线 加 上 任何 限制 ;这 个 要 求 仅仅 限制 了 绰 示 点 的 证 度 效 

起 当 测 地 线 的 两 端 充 分 接近 时 这 和 结论 总 是 对 的 。 


{14 第 王 章 ” 变 分 原理 和 积分 人 不 变 咏 


由 


dsi= (hh—1l) > _jardqdqr (11) 


| 


为 度量 的 闪 间 的 测 地 炎 。 


$ 22， 订 伽 雷 通用 积分 不 变量 . 李 华中 定理 
现在 我 们 来 看 沿 着 由 系统 在 同一 时 刻 的 状态 所 租 成 的 巡 路 C 


的 积分 了 一 中 Dpi8g; 一 日 8t。 以 超 平 面 1 一 const 制 截 正路 管 时 


《 见 第 95 页 上 的 图 33)， 便 得 到 这 样 的 连 路 。 对 于 这 样 的 多 路 
8t 一 小 因而 基本 积分 不 变量 取 如 下 形式 ; 


= Drag (1) 


这 个 积分 最 先是 由 谭 盆 雷 提出 的 。 以 后 卡 当 在 引进 了 一 个 补 

充 项 一 H6t 之 后 , 义 将 这 个 积分 推广 到 由 系 区 的 非 同 时 状态 所 组 
成 的 迎 路 上 。 

”” 当 泗 路 0O 沿 正路 答 转 移 


“到 仍然 是 由 同一 时 刻 的 状态 
所 租 成 的 另 一 杂 路 0' 时 , 万 
分 雷 积 分 不 变量 五 保持 其 值 
不 安 。 在 普通 的 〈 即 非 增 广 
的 )2n 稚 相 空间 (gy, pi …， 

1 加 36 gw pn) 中 来 计 葵 积分 卫 是 很 

方便 的 。 在 这 个 空间 里 ,和 退路 C 及 C0"( 图 33) 相 对 应 的 则 是 包 国 

着 正 轨道 管 的 角 路 九 和 己 ( 图 36); 同时 


中 > Pidgs 一 $ Slpi2q. 
D 人 一 Dp' 《一 上 
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我 们 注意 ， 迎 路 DD 和 中 有 一 个 , 例如 D， 是 可 以 完全 任 蕊 远 取 
的 。 二 以 认 为 浊 路 轧 上 上 的 各 点 力 是 系 绪 在 同一 “人 D. 
时 刻 守 的 不 回 状 态 ; 而 系 竹 在 时 刻 上 的 相应 状 | (s) 
态 则 构成 迎 路 DD 。 : 

代替 相 窜 间 , 我 们 分 别 求 看 芭 个 相 平 而 (gp 
pi;) 《4 二 1,…,%)。 将 相 空 间 中 任意 的 封闭 过 路 
万 投影 在 这 些 平面 上 (图 37) 期 得 角 上 路 D;(% = 
一 1 9%])。 对 于 任何 ?我 们 和 都 有 


中 mao 一 中 piagi= 士 8 (一 1 了) (2) 
天 7 


其 中 总 是 胃 路 疡 在 平面 (gp Pi) 上 所 包 图 的 面积 (i=1,…,)。 
通路 DD 的 环 移 方 向 决定 了 在 投影 六 上 的 环 简 方向。 公式 (3 中 
前 面 的 下 负 蝶 是 这 样 定 的 ， 著 环 移 凶 路 D; 的 方向 是 顺 时 针 的 ( 即 
p; 轴 到 9; 轴 的 最 小 转角 方向 ), 就 取 正 号 , 反之 , 就 取 负 号 。 
n= Dipsg= Dts (8) 
. | 

因 之 , 当 系统 运动 时 , 好 路 和 Di 都 在 改变 , 面积 8; 也 随 之 而 变 ， 
得 这 些 面积 的 代数 和 (3) 却 是 不 变 的 。 这 就 是 麻 合 雷 积 分 不 变性 
的 儿 何 意义 。 

在 了 的 表达 式 中 不 则 现 五 。 因 此 ; 硒 伽 雷 积分 五 对 于 任何 哈 
密 顿 方程 粗 都 是 不 变量 。 因 之 , 积分 了 时 做 通用 积分 不 变量 。 

不 难 证 明 如 下 的 了 论断: 

车 积分 五 是 其 微分 方程 


PE 


la. dp 
W(t) qn» Pk); = Pi(t, qu, Po) (4) 


(61) 


Le 
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的 不 变量 , 则 方程 组 (4) 是 哈密 顿 型 的 。 


ee a Ty TY TT TT eT A ea ee ee He 


事实 上 ,在 此 情况 下 ,有 


1 三 ( 驶 39 dg )= 


的 -入 (人 -条 


, 让 sq; 二 


$= 二 
有 于 可 十 只 分 》 下 的 志 达 式 必定 是 某 个 画 数 一 有 H(t, gn pw) 的 腊 
会 做 分 由: 


>_ (P89g;— Qi8D:) 一 ~ 8H(t, gr; Dg)» 
= 1 . 


HD 
-9H po _9H8 (,. 
Yi ;= 9g; ($ 9 ) 1%) 
这 就 是 所 要 证 的 。 ”+ 


我 们 再 介绍 儿 个 名 鹿 ， 谭 倪 雷 - 卡 当 积 分 了 和 谭 伽 雷 积 分 荆 
化 叫 做 一 阶 相对 积分 不 变量 。“ 相 对 ”一 翻 是 指 积分 区 域 是 一 条 封 
放 胃 路; 而 一 阶 力 指 在 积分 号 下 的 表达 式 中 ， 微 分 的 出 珊 是 线性 
的 。 应 当 注 意 , 利用 司 托 克 斯 公式 可 将 一 阶 相对 积分 不 变量 荆 写 
成 二 阶 稳 对 积分 不 变量 的 形式 


Ei i" 
1 94 94., 
b Dass -|| 汪 ( 守 -经 ds) sz,, (5) 
CD S 【< 有 


总 
D 这 星 ,84= 六 ( 弛 59 了 5p;)。 (赔本 僻 分 的 " 误 " 守 是 提 折 + 国定 的 意 
2 三世 


已 mo 主 3 主 ) 
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err ea 


上 式 右 端 的 积分 屡 布 在 封 半角 路 也 所 图 成 的 则 而 人 上 。 
将 此 公式 用 二 积分 了 便 得 到 : 


7 
T= iD3 SPO 
~“ ”1=1 
已 条 知道 , 在 22 维 相 窒 间 中 , 存在 蓄 如 下 的 答 煞 阶 通用 相 对 积分 不 茧 是 
71 和 倡 数 了 通用 绝对 积分 不 变量 .721 
[= 中 > Pi59i 一 7 = 位 spisgb 
43 一 HP Pidgidprdd: 一 小 4 一 川 | > SPDiSqi0 DL 


[Re 


J2n-1 = Fob Spisan.spinsgin = Ta 人 0610i009i dPino dn 
1947 年 中 国学 者 李 华 示 合 证 明了 这 些 通 用 积分 不 变量 的 哗 一 性 。 他 指 
由, 任何 其 他 的 通用 积分 不 变量 仅仅 和 上 上代 积 分 之 一 相 送 一 个 靖 数 因子 中。 
后 面 我 们 将 要 用 到 关于 一 阶 积分 不 变量 的 本 华中 定理 。 
李 华 未 定理。 若 


OP wer 一 一 一 we 一 


T= P DLA dk Pp) 8qi+ Bi(t, gq x» pr) SD: | 


t=1 
了 一 cli, (6 ) 
这 里 C 是 常数 ,了 是 廉 贫 雷 积 分 。 


Me We Tee Se ee Mag a eT ed Th Ba Way bh he app a a ee a hp ee hh ae a a 


证 明 .… 我 们 就 4 一 1 的 情况 来 证 明 这 个 定理 。 均 卫 = 中 4(1 


9,P)89 十 B(t,g,p)3p 是 通用 积分 不 变量 。 积 分 是 沿 相 平 面 (9，, Pp) 
于 的 封闭 近 路 取 的 。 另 外 ， 还 假 堆 和 给 定 了 任意 一 组 哈密 顿 型 的 微 
分 方程 , 它 的 哈 常 瑟 画 数 是 了 (ft, 9, Pp)， 即 : 

中 Hwe-Chung Lee, Invariants of Hamiiton Systems and apylications 


to the theory of canonical transformations, Proe. Roy. Soe. Edinbourgh, 
ser. A, v. Lill,1947,257—247 页 。 
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dg _9H dp_ of (7) 
dt dn dt 30 
这 租 方程 的 授 解 有 如 下 形式 : 
d=qg(t, qo po), P=p(t, go Po) (8) 
其 由 go po 是 当 t=to 时 9， 卫 的 初 值 。 
分 
qg=q0(0), P= Pol0) (9) . 
f D [0a<l; go(0)=go(1), pol0) =po(1)] 


表示 相 斑 面 上 并 好 路 Ps 的 方程 (图 38)。 在 
了 时刻 所 = to 位 于 杀 路 Do 上 的 点 , 在 任意 的 曙 
2 一 时 刻 t 将 姐 成 带路 将 (8) 式 中 的 go 和 po 
7 以 其 表达 式 (9) 来 代替, 我 们 便 得 到 退路 万 的 
图 38 参数 方程 : | 
gqg=gq(i,0), p=p(li,a) (0<a<i). (10) 
只 分 了 中 的 9 和 用 这 些 两 数 来 代替 之 后 ， 我 们 就 得 到 了 作 
为 参数 也 的 南 数 上。 从 荆 的 不 变性 可 知 9-=0。 在 积分 号 下 耻 
微分 , 着 作 分 部 积分 9， 便 得 汉 
dl 5 aB d 


一 一 一 一 中 二 人 一， 
7 y= 6p+ 4 二 5 十 了 元 32 一 
odA dg dp _ 
-中 写 q+ 8p 十 4899 十 有 7892 一 
dA d dB , spap 
一 一 一 一 明 - 站 
Mt rp 3B 


94 3B\dp , 94 
-中 (名 93g di DF je+ 


四 见 第 98 页 的 脚注 中。 在 运算 过 赵 中 ， 先 人 54=244594246p， 5B= 


9 On 
-+ I 站 语 -利用 程 (7)。 
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+|(B- 34)+t p- 


3qg 3p/di 3t 
aH 34 aH 3B 
-中 -2 有 + +( 一 2 )ap， 
其 中 z 
_94 9B 
9p og 


在 看 作 参 数 的 变量 t 取 任 何 值 的 情况 下 ， 在 任意 的 积分 迎 路 
上 ,上面 的 积分 总 是 等 于 雳 的 。 因 此 , 积分 号 下 的 表达 式 应 当 是 变 
量 9 和 Pp 的 全 微分 。 因 而 有 


2(- z+ 3) -2(- s+ 
于 3g 1 1 9g 4 3 ta . 
上 式 稍 经 变换 即 可 写作 

32 3H ,32 9H , 92, 


ap 92g 9g ap dt 
由 于 长 数 刀 可 以 完全 任意 地 选取 , 所 以 


且 


于 是 ， 我 们 有 / 
A cp) -22 
ap 9g 
因 之 , 必定 有 这 样 的 画 数 中 (t, gq,P) 存 在 ,使 得 吕 
9 中 9 中 、 
(4 20)89 十 Ba0 一 有 39 十 3 一 8 中、 
这 样 , 我 们 便 有 
480 十 已 0 一 CD80 十 38 中， 
因 而 ， “ 


中 这 里 的 上 着 作 参 数 。 


120 第 二 好 葡 分 7 大 理 和 在 分 不 避 最 


一 一 一 一 一 -一 一 一 


一 一 一 


了 = 4 十 7 二 6 pay = cl, 


当 及 之 1 时 ， 虽然 证 明 本 于 溉 储 比 悦 复 玉 1<， 且 汪 明 鬼 属 路 仍然 
是 这 样 。 


$ 23。 相 空间 的 体积 不 变性 。 刘 维 定理 
我 们 来 计 苍 “完全 " 息 对 积分 不 变量 


/= | apd-apn 3g -一 (1) 


个 积分 的 不 变性 厅 示 红 2n 其 相 空间 中 相 体 积 的 不 变性 ;二 
可 以 法则 下 式 来 建 省 。 
将 积分 哈密 让 方 程 所 得 到 的 有 限 运 动 方程 写成 
Gi git, qk ph) Pi—Pi(t, gis Ph) 《一 二 (2) 
的 形式 ; 其 中 qr. pa% 是 当 1= 二 to 盾 gn) ps 的 切 值 (X=1,…,n%)。 
根据 公式 (2), 由 三 和 的 初始 状态 所 租 成 的 任意 体积 ,于 时 
记 上 将 转变 为 由 相应 状态 所 粗 成 的 体积 .J。 同时 ， 


9(gi, P10) pn) 、 0 
a Dn NIBDI:- L800 8p. 
3(091， po " 0g» , Pn ) 人 Pi dn oP ( ) 


记 
无 损 末 一 般 性 ,可 以 认为 (3) 趟 积分 好 下 的 约 科 毕 式 足 正 的 , 因 之 ， 
各 对 但 符 守 可 以 省 共 包 。 

于 站 ,在 积分 办 下 对 求人 微分 之 后 ,我 们 佑 得 到 : 


$7) |- 人 d ol qt. Pis Gn ;| Ow,0 0 0 

QJ | 人 ) Fn/ NDS 0 j. 

(% i=tt dt 9(091 pi qn Wn) Ji=t 全 人 
Jo 


Te 


2 洒 直 = 加 有 时 这 个 殊 科 毕 式 等 于 1， 这 是 办 为 在 这 个 上 值 ， 全 体 蚊 = 驼 ,合体 
Ph= ph。 当 变化 时 ， 雅 科举 怀 连 千 地 变化 , 但 不 会 变 为 如 。 因 为 E 够 佑 这 个 路 科 毕 
取 变 为 将 的 何 总 不 在 讨 竹 之 列 , 他 假定 在 所 诗 论 的 体 但 里 洲 生 这 样 岁 辣 虑 。 
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(gq1, DP, Gn Pn) | _. 
dt 3(01， D1, “" qn» Pr) I 


\ 站， . ,na Pn) 


od( gs, Dt, 2 Po ”9 ns Pn) ~ 民 | z 
9(g1,: ”7 ,1 Do) 之 09; Ap: t=to 


-5 9 9Hlto, qk DE ) 9 91f (to, gg: ps ) 上- 
ag? Ap; op og? 


因此 ， ($$) = 0。 义 因为 初始 上 时刻 to 可 以 完 信任 意 地 选取 , 所 


以 对 任何 志恒 有 : 
dj 
四 dat 
即 当 相 体积 了 中 的 一 切 点 ， 由 时 齐 to。 所 具有 的 状态 进入 任意 的 另 
一 时 到 1 所 具有 的 状态 时 , 这 个 体积 的 大 小 是 不 变 的 。 
由 相 体 积 的 不 变性 可 以 导出 统计 力学 的 一 个 太 本 定理 一 一 刘 
和 蕉 定理 。 四 
设想 有 人 呐 的 完全 相同 的 系 本本。 已 们 之 问 仪 有 初始 状 
态 99，P9 GG 二 1，…, 2) 的 共 措 。 这 些 “ 样 本 ”的 余 体 租 成 统计 未 系 
〈 昂 于 竹 溪 项 "统计 物理 学 导论 ”， 第 一 生 第 七 节 一 一 唐 者 注 )。 
在 给 定 体积 内 , 气体 分 子 的 总 合 上 就 是 狂 计 系 综 的 -一 个 例子 。 
对 于 相 沁 疝 的 每 全 元 体积 征 ， 都 可 以 给 定 一 个 “质量 ” dm. 以 
示 下 有 比 雹 体积 cd 的 “样本 ” 数量。 根据 前 面 所 证 明 的 相 宏 癌 
的 体积 不 变性 , dy 的 大 小 将 不 随时 间 改 变 。 按 i 的 物理 意义 , 占 
有 体 db 的 桩 本 在 任何 时 刻 部 将 随 此 体积 一 同 移动 , 放 其 大 小 
也 不 变 。 因 此 , 在 运动 中 ,统计 邓 毕 的 密度 


一 人 0 (4) 


122 第 二 从 ” 变 分 原理 和 积分 不 挛 量 
PC gn pi) = (5) 
保持 不 变 , 即 
=. z z (6) 


将 (6) 式 展开 , 可 以 写成 如 下 形式 ( 见 § 15); | | 
。 9p _ z - | 
3 + (pH) U， (6 ) 
其 中 4p 五 ) 是 油 松 插 弧 。 根 据 等 式 (6)， 琴 数 p(t, opi) 力 是 运动 
积分 。 " z 
这 样 ,我们 便 证 明了 如 下 的 定理 : 
, 例如 , 对 于 保 等 系统, 依 提 村 系统 能 量 的 任何 责 数 都 可 以 作为 
入 计 孙 疆 的 密度 。 


第 四 章 正则 变换 和 哈密 顿 - 
雅 科 毕 方程 


z $ 24， 正 则 变换 
在 2n 维 相 空间 中 , 如 果 坐标 变换 (在 一 般 情况 下 , 还 包含 时 间 
变 昌 二 作 为 参数 ) 
Gi;= di(t, gn, Dph) 
= Dilt, gh, Ps) 
一 ‘oe 2( " ,ns Dn) 1 
(i 1 (Cg poy qn Pn) " -, gn, Pn) #0) ( ) 
糙 任何 哈 客 顿 方程 组 


dg; _ -4 dp; __9oH /._1... 
ot 9p; 1 34， (4% 1 ‘ 7 ) (2) 


仍然 变 成 哈密 晤 方程 租 ( 一 般 褒 来 , 具有 另 一 哈密 顿 两 数 应 ). 


cd; _9F dp; __ _94 一 1 ....- 9 
dt 9p; ~ dt 90; (t= 0) (3) 


则 变换 (1) 称 为 正则 变换 。 

镀 究 正 划 变 换 的 重要 性 在 于 : 这 种 变换 有 可 能 将 给 定 的 哈密 
顿 方程 组 (2) 转 换 为 另 一 哈密 顿 方程 组 (3), 而 租 (3) 中 的 丽 数 互 比 
组 (2) 的 刀 有 较为 简单 的 结构 。 

在 相 空间 中 , 如 果 傅 次 完成 两 个 正则 变换 , 则 其 合成 变换 仍 是 正则 变换 。 
下 外 , 正则 变换 的 道 变换 以 及 恒 等 变换 4;= qi， Bi;=pi(i = 二 2) 都 是 正则 
变换 。 因 此 , : 全 人 EM 更 和 成一 个 玫 

Fi=0i Bi= Bp (i=l ,Nn 0 BA0) 
是 正则 的 ; 它 将 方程 租 (2 ?和 为 其 有 
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H =aBH 
的 方程 粗 (3)。 
2， 变 换 
Gi=0pDi, Pi= Bg (t=],w, Nn; GF0, BO0) 
是 正则 的 。 在 些 情形 忆 
HH=— BHA. 
3。， 让 换 
i=pitgt, Pi=qictg t (st=1,',n) 
是 正 划 的 。 其 实 , 不 难 验 证 , 当 取 


Ci 


1 ?rt 
l= Hin roost dip! 
i 
了 时, 总 可 以 四 方程 组 己 ) 得 到 方 柑 组 (3)。 


为 王 宇 出 变换 (的 正 旧 性 策 件 ， 我 们 来 考察 在 正则 变 愧 (1) 
之 上 上， 相互 坊 换 的 两 
个 2 十 1 维 增 广 相 空 、 
阅 (gi, Di £) 和 (Gi Bis 
tf )， 以 及 哈密 顿 方程 
租 (2) 和 (3) 的 两 个 相 
互 对 应 的 正路 管 ( 图 


Pp 
39)。 
/9, 9 环 粒 这 两 个 正路 


图 39. 党 任 取 两 条 在 变换 
(DD) 之 下 相互 对 应 的 肛 合 凶 路 0 和 6。 另外 ， 再 以 同一 超 平 放 t= 
=const 截 此 二 管 > 央 在 截面 上 得 到 “平面 " 胃 路 Co 和 Co。 显然 ， 
这 两 条 退路 在 正 划 变 换 (1) 之 下 也 是 相互 转换 的 (因为 在 正 基 变换 
你 持 不 变 )。 得 邮 浙 雷 - 卡 当 积分 不 变性 可 以 断定 : 
| > p89; HH et := > _pidgs, (4) 


{ $l 1 t=1 
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一 


[pa uf Er 3 (5) 


| 1 一 工 


从 另 一 方面 看 , 如 果 将 通用 积分 不 变量 和 二 87; 中 的 变量 


t= 
用 正则 变换 ( 切 转 换 为 变量 go piC%==1,…,m)， 则 这 个 积分 便 转 换 
为 2n 维 相 空间 (oo Pi) 的 某 一 个 一 阶 通 用 积分 不 变量 ; 按 李 华中 定 


理 ，; 这 个 积分 不 变量 和 中 2p 2: 应 当 仅 基 一 过 数 因子 c。 因 此 ， 


?7 60; 一 ( > Si - (6) 
由 守 式 (4) 一 (6) 得 
fr- Ht 中- Het. (7) 


加 果 认 为 第 一 个 积分 由 的 变量 5 6 dt Pn 已 名 以 灾 量 F133 Dn 
表 出 (同时 , 积分 迎 路 C 已 被 换 成 积分 旬 路 0)， 则 等 蕊 (7) 便 可 以 


0 f 一 十 t= | 


但 是 通路 C 在 : n+! 维 才 / 相 空 间 中 是 完全 任意 的 。 因 此 : (8) 式 
积分 喜人 下 的 表达 式 应 当 是 关于 2 十 1 个 储量 gp …, gn, Pn 和 
的 荡 一 洲 数 的 全 微分 。 加 方便 各， 我 们 以 一 F(t, gs 9;) 表 二 这 个 
而 数 。 于 是 , 便 及: 


外 这 出 ， 寺 二 DE 0 3 全 Cpt) + 55t. 
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i=1 i=1 


应 当 注 意 ， 印 竣 式 (9) 中 的 稍 数 和 十 未 远 不 幸 干 雳 的 (Cc 地 0)， 


内 为 表达 式 了 F869; 一 喜 8t 不 是 全 微分 9， 它 不 可 能 和 一 8 


相等 。 

J 玉 称 为 正则 变换 (了 DD 的 二 丽 数 , 季 数 c 称 为 它 的 价 。 如 果 

划 这 种 正 划 变 换 称 为 单价 下 划 变 换 。 

扩 ( 1 为 下 用 这 的 必要 从 和 件 是 : 在 在 与 画 数 忆 和 某 一 
营 数 0， 由 于 变换 (1) 使 等 式 (9) 可 被 满足 。 

六 如 有 变换 (1 是 止 则 的 , 划 存 在 坪 茵 数 了 和 价 ec 去 0, 使 得 
对 于 任何 函数 刀 和 与 之 对 应 的 严 之 问 有 等 式 (9) 成 立 。 然 而 , 如 果 
等 成 (9) 对 于 某 一 对 画 数 及 和 万 成 立 , 划 变 换 (1) 也 必 是 正则 的 @。 

捉 实 上 , 如果 在 是 之 外 , 另 到 一 任意 档 数 Hi, 并 按 如 下 条 件 来 
确定 Ht 
: 大 -后 =e(H,-H), 
草 当 以 3 乘 上 式 两 端 并 与 等 式 (9) 相 减 时 ,我 们 便 得 到 
Ss.3g,— 181 = Spieg, Is) 8F. 


二 加 二 1 
因此 ， 等 式 (9) 对 于 任何 函数 及 和 与 之 对 应 的 疙 ,也 是 正 
确 的 。 


® 对 于 名 这 变量 91, pi t 不 是 全 微分 ,因而 对 于 独立 变量 gi, pi, ttz =1. 
让 好不 是 全 微分 。 

@ 但 是 不 能 因此 就 认为 正则 变换 可 以 定义 为 将 一 个 答 足 的 啥 客 辐 方程 粗 变 损 
为 男 一 个 哈 窗 杨 太 程 儿 的 变换 。 

这 是 因为 , 例如， 任何 非 息 其 变换 三 89i Dx)，PDi= Bi(Qk， PE) (i=1, ,1) 
祁 能 将 五 三 0 的 哈 审核 方程 组 变换 为 {三 0 的 险 窗 顿 帮 程 粗 。 
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E 则 变换 有 时 也 称 为 反 便 安 襄 。 z 

在 文献 由 省 常 失 封 葵 单价 正则 变换 。 许 多 作者 错误 地 认为 ， 

所 有 将 哈密 巾 方 程 组 变换 为 哈密 顿 方程 租 的 变换 (1) 仅 只 是 单价 
的 正 基 变换 。 这 些 作 者 没有 注意 到 任意 正则 变 痪 的 一 “ 般 形 式 中 | 应 


当 有 任 辐 稍 因 子 c。 


$ 25， 自由 正则 变换 


“人 现在 来 比较 仔细 地 研究 一 下 所 讲 自 电 正 区 变换。 这 种 变 
换 由 补充 不 等 式 


QUGi dn) 
oi dn) £0 (1 
9 (D1, ,Pan) ) 


所 规定 , 它 保 证 了 量 1 …; gw G1 ,9x 的 独 并 性。 这 些 量 现在 
可 以 取 作 基本 变量 由。 事实 上 ， 根 据 不 等 式 (H 吏 可 以 由 324 (1) 
式 的 前 区 个 方程 将 广义 溃 量 ph pp pn 通过 22 十 上 修 量 bf, gq;, i 
《一 ] ) 2) 来 表示 因而 , 估 束 十 变量 t, qi, pi(3% =], 2) 的 任何 
苹 数 都 可 以 与 成 变量 tgi Gi (2 二 1,…,n) 的 图 数 形式 。 现 在 我 们 
可 以 认为 母 画 数 已 被 写成 这 些 变量 的 画 数 形式 8: 
F(t, qi Pi) = I(t, qi 9 让 
于 是 ,此 的 订 本 恒等式 (9) 便 可 与 成 
pa £01i 一 Hat = Spieq— 3t) a8 0; Gi). (2) 


+=1 i 
使 上 式 左 布 归 编 中 &gqi,59:， 和 8t 的 柔 数 相等 , 我 人 人 便 得 到 以 
公式 : 


AD 9 .4 。 
34， Chi, 37， 人 (4=1, ) 了 (3) 
oS 
FH= 一 -一 ， 
CH 十 本 (4) 


@ 在 非 由 由 正则 变换 的 博 况 下 , 最 t,9i,5i(i=1,…, mn) 之 闻 有 落 一 定 的 关 条 ，。 
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方程 (3) 沁 二 了 所 半 合 的 正则 变换 。 我 们 来 证 明 它 可 以 化 为 
S21 变换 (1) 的 形 江 。 


上 ae 2 . 本 
(3) 式 剖 久 个 万 程 左 绒 的 贪 导数 5 二 一 《(% 二 1,…', %) 作为 变 重 
的 亢 数 十 :独立 的 ， SC 相关 关系 人 


O85 ... 998 ， )=0 
a ' ’ Daw (1»""'», On 


可 以 写成 等 民 
(ep cpn: 4 **, Gn) = 0, 
但 由 相 空 关中 忆 购 坐标 gp Pit% 王 1,…,R) 的 独 让 性 可 知 这 只 有 当 


D 二 0 时 地 是 可 能 的 。 由 作为 变量 而 , …, 和 的 而 数 的 偏 导数 全 


($=,…,%) 的 独 开 性 可 以 断定 这 些 画 数 的 牙科 上 毕 式 不 恒 每 于 霉 。 
因此 ,对 于 日 由 正则 变换 的 母 画 数 5， 如 下 的 行列 式 应 蜡 于 需 : 
/ 32S 下 
(detl 一 一 一 一 . 9 
el( Fo a (5) 
由 不 等 式 (3) 可 知 ， 从 (3) 式 的 前 名 个 方程 可 以 将 git 二 1， “9 
2 人 解 用 来 , 办 此 ,所 有 新 的 相 变 量 ,PCi 二 1,…,%) 可 以 通过 老 的 
变 芽 dpDi 12) 表示 。 同 样 , 按 不 等 式 (5)， 有 n 
个 竺 式 义 可 将 gq; 解 出 来 , 因 而 所 有 的 qi; Di 下 可 通过 0 Di 一 
DE 这 表明 如 此 所 得 到 的 形式 如 24 CD 和 要 放下 间 


对 于 这 性 的 变换 有 允 和 4 寺 0。 因此 ,方程 (3) 定 义 了 了 一个 县 


有 和 给 定 母 西数 S(t, gj 和) 和 价 co 去 0 的 自由 正则 变换 。 公 式 (4) 答 
出 哈密 屯 丽 数 且 和 六 之 间 的 简单 关系 。 
六 取 湖 足 条 件 (5) 的 不 同 弛 函数 S 和 不 同 的 价 c 直 0， 我 们 就 


D 在 这 个 关 闲 式 中 , 量 91,…, 9n 被 看 作 参 效 。 
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可 以 和 点 公式 (3) 得 到 所 布 的 虹 由 正 划 变 换 中 。 
对 于 单价 的 (c= 自由 正 基 变 澳 ， 公 式 (3) 和 (4) 有 更 为 简单 

的 形式 : 


ee— TF re ere 


DSS 2 AY 昌 Ei 
5 -一 Di; 5 一 一 Di (3 = ) (6) 
NY ~ 

好 一 厅 十 一 一 . 

十 本 《7) 


(7) 趟 表明 当 以 同一 个 自由 单价 正则 变换 用 寺 不 同 的 哈 窜 旧 


方程 组 时 , 在 所 有 情况 下 ， 如 入 之 差 都 是 相同 的 (等 -3 


由 等 式 (4) 可 知 ， 当 而 且 仅 仅 : 当 人 =0( 肝 责 数 驴 不 显 全 1) 时 


妃 = 万 。 在 这 种 情况 下 ， 由 等 式 (3) 可 知 时 间 蕊 将 不 显 舍 二 正则 
变换 的 公式 中 。 在 这 样 的 正 央 变换 下 ， 本 当 所 除了 被 带 数 乘 
-外 着 无 冬 质 性 的 改变 。 央 此 ， 如 果 我 们 斋 望 得 到 县 有 兵 正 比较 让 
单 的 哈密 顿 画 数 的 新 方程 组， 就 必须 取 包 含 时 间 t 作为 参数 的 
由 亚 划 变换 。 

例题 1 在 第 123 一 124 钠 上 全 村 论 过 的 三 个 止 则 变换 : 

1) di= Qagi Pi= Bp 2) di=api, Pi= BY 

3) d=pitgt, Pi=gictg t (i= 1,.,%), 


其 中 2) 和 3) 是 自由 的 它们 的 寺 夯 数 和 价 分 别 为 5= 一 8》 qigp ce 一 一 ab 


上 
S= _ ctgt Sigg, c= 一 1。 变换 1) 不 是 自由 的 。 对 于 这 个 变换 c=ab 
t= 
五 三 0U。 
2. 我 们 来 看 相 人 平面 (9 2)( 这 里 8= 1 上 的 任 一 仿 射 变换 : 
4 =04+ Bp, 


| (8) 
DpD=0yTFBp 《CCB 一 atB 头 0)， 


由 ” 关 卫 非 自 由 的 正 贡 变换 也 有 类 但 二 与 ) 的 公式 。 这 些 公 式 将 在 $29 中 来 建 
YL。 
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将 (8) 式 代入 第 126 下 上 的 攻 本 异 等 : 尺 (9)。 由 于 (8) 忒 厂 饮 不 包含 变量 
所 以 娶 找 的 贺 数 下 也 不 显 仿 时间 t : 五 = 六 (4,p)。 因 之 , 基本 恒等式 具有 如 
下 形式 -: 
(909+ BPD) (Gu sg 十 8 6p)— cp 6gq= — 68, 
或 
| 上 2 1 2 
if( 二 aud 十 BR 十 opd 51 十 (ap 一 C)0 9= — 6F, 
在 条 件 
?一 CH 一 CI 有 
之 十 ， 上 式 太 闹 是 爹 微分 。 因 上 于， 变换 (8) 是 ¢ 价 的 正 划 变换 ， < 等 于 变换 的 
P= ong? 十 村 BEID2 十 oa 9. 
当 B 半 0 时 这 个 变换 是 自由 的 。 
3 变换 和 = V 4 cos2p， 广 =M 9 sin2p 是 单价 自由 正则 变换 ， 它 的 由 
半数 


Oo 一 一 -一 
S=54 are eos ~ I 


对 于 自然 系统 , 坐标 gq1,，…，gn 决定 系统 的 位 置 , 而 坐标 和 广 
义 冲 量 Pi,…, pn 一 起 便 决 定 了 系统 的 状态 , 即 系统 各 点 的 位 仁和 
速度 。 在 一 般 形 式 的 正 划 变换 之 下 ， 举 标的 这 一 特征 便 消 失 了 。 
量 生 ,…, 9 已 妹 不 再 能 够 确定 系统 的 位 肿 , 而 只 能 和 %1,…, Pn 一 
起 确定 系 纺 的 状态 。 只 有 在 点 正则 变换 的 特殊 情形 ， 变 量 六 …: 
dx 才能 依 归 决定 系统 的 位 置 , 在 这 种 变换 中 , 画 数 玉 (goy pg) 实 
际 上 不 包含 钊 量 : 

i= Gi(t,9p) (=1,.,n). 

我 们 应 当 注 意 ， 今 后 欲 将 任何 哈密 顿 方程 组 变换 为 丽 数 玉 有 
简单 车 构 的 方程 组 时 可 借 自 由 正则 变换 来 实现 。 然 而 ， 自 由 正则 
变换 着 非 点 正则 变换 。 因 此 ， 非 点 正则 变换 在 哈密 上 正方 程 粗 的 理 
其 中 起 背 重 要 作用 。 


$ 26. 哈密 杆 - 雅 科 毕 方程 | 


[aa 


$ 26。 哈 密 顿 - 雅 科 毕 方程 
正则 变换 的 理 葵 把 我 们 直接 引 向 哈密 上 顿 - 雅 科 些 方程。 
设 给 定 一 完整 系统 ， 它 的 运动 决定 于 哈密 顿 正则 方程 粗 ; 
-< 有 ,人 -< (G1,..,n). (1) 


dt 9p:” di 9g; 
我 们 来 设法 建立 一 个 自由 正则 变换 ， 使 得 在 变换 后 的 哈密 巾 
方程 组 


df: 9H dp: _ 9H (jn) (2) 


dt 3p dt 90， 
中 , 丙 数 五 恒 等 于 适 : 
H=0. (3) 
于 是 组 (2) 便 可 以 直接 进行 积分 ; 积分 之 即 得 
全 一 or Pi= Bi (4) 


其 中 m 和 是 24 个 任意 常数 . 知道 了 正则 变换 [ 即 gs, p;(i=1,…， 
n) 和 PCi 二 1，…,n) 之 问 的 关系 ] 之 后 ,我们 就 可 以 将 所 有 的 4 
和 2; 表示 成 时 间 t 和 2n 个 任意 常数 ,Bp Ck 二 1…,%) 的 画 数 , 芭 
完 休 求 出 了 所 给 完整 系 生 有 限 形式 的 运动 方程 [组 (1) 的 全 体 解 ]。 
怎样 来 确定 我 们 所 需要 的 正 划 变换 呢 ? 为 此 按 前 一 节 的 公式 
(7), 必须 而 且 只 须 所 求 焉 则 变换 的 入 画 数 S(t, 9 5) 满足 等 式 


一 一 十 H(t, gi; pi) =0. (5) 


上 式 与 同 节 中 的 公式 (6) 相 精 合 便 给 出 : 

oS 98 : 

本 A(t,q 3 )=0. (6) 
仿 微 分 方程 (6) 称 为 哈密 顿 - 雅 科 毕 方程 。 因 此 ， 具 有 基本 变 

量 1 和 gq;( 这 里 条 被 看 做 寡 数 ) 的 母 孜 数 S(t, qi; 6) 满足 哈密 顿 - 雅 

科举 候 微 分 方程 。 同 时 , 际 哈 密 额 -牙科 毕 方程 而 外 , 母 丽 数 SC 
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人 
em i re 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 .…- 


di 2 二 订 当 泣 是 条 件 
O28 nt 
a 今 _ 去 (0 (7) 
已 人 人 一 | 
上 数 St go 02 一 经 找到 ,公式 
qq oS ~ 。 
230 — Db;: ao A (7 一 二 


锦 站 定 本 所 要 求 的 目 由 正则 变换 。 企 这 些 公式 中 将 9; 换 成 Qa;、P; 
换 成 P;， 我 们 路 很 到 了 所 给 完整 系统 有 限 形 5 江 的 运动 方程 。 如 未 
一 开始 总 把 态 中 的 5 换 成 Qj; 人 (5 二 1 …,7), 天台 个 这 个 过 程 屿 起 来 
将 更 为 方便 。 

现在 我 们 引信 一 个 定义 包 偏 # 个 任意 常 数 i; yan 的 哈 帘 
由- 牙科 举 偏 微分 方程 的 解 SC gi 5i), 当 睦 满足 条 件 


2 AN 于 
dot( 了 息 一 ) -二 1 人) (8) 
4 及 =- :1 


时 , 称 为 该 媚 微 分 方程 的 全 积分 。 

现在 可 以 来 表述 我 们 已 释 证 明了 的 定理 。 

雅 科 毕 定理 ”如 果 S(t, qi ai) 是 哈密 额 -牙科 毕 方 程 (6) 的 一 
个 对 积 分 , 则 具有 给 定 琴 效 内 的 完整 系 窜 , 此 有 限 让 式 的 运动 方 和 
可 以 与 成 | 


EL , ED 
og; 
的 形式 , 其 中 o; 和 8 人 =1,.…, 7%)o 
因此 ,知道 了 伪 征 分 方程 (06) 的 全 和 积分， 不 可 以 避 锡 对 党 微分 
方程 组 (了 进行 积分 。 这 个 方程 组 的 积分 国 题 被 与 之 等 价 的 、 求 只 
窗 屯 ~- 雅 科 毕 仿 币 分 方程 侈 积分 的 问题 所 代 符 。 
注 ， 全 做 分 方程 的 通 解 依 加 于 若 于 任意 函数 。 因 此 , 哈 几 上 富 - 


一 (=, ) (9) 


中” 这 里 , 我 俐 将 任意 常数 - Hi 训 利 单 地 写作 Bi。 根 据 条 件 (3), 人 队 (9) 式 徇 后 及 
个 万 程 可 以 将 9i 解 出 来 , 兰 将 91 9gn 表 成 + 和 和 2n 个 任意 常数 0i, Bi 级 画 数 。 
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Tr 


牙科 此 方程 的 例 积 分 疙 非 晶 解 。 各 授 解 相 比 ， 全 积分 只 不 过 包括 
了 本 为 数 不 多 的 一 小 部 分 解 。 然 而 ， 根 据 爹 积分 基 可 以 得 到 原 求 
的 俩 微分 方程 (全 积分 的 名 字 期 由 此 而 来 )。 共 实 ， 将 全 积分 微 
分 之 便 得 到 
口 心 
9d; 


= fi(t, gr op) (2 ==1,.,n), (10) 


= Jolt, (is ol ). (11) 


如 果 仅 积 (分 SCE gp: 92) 古 已 知 的 ; 翰 压 数 f(t gp; 04) (2 二 0， 
1 一 ;22 也 是 已 知 的 。 根 据 条 件 (8): 


A 7 ( oS ) ) 
i : 一 人 ee 1 () 12) 
9 Ct, ; Oy ) 9qi9a. 上 一 ] 二 


由 关系 (10) 便 可 以 将 每 个 wy 通过 仿 导数 3 和 fo 发 示 出 来 将 


所 得 oo 的 表达 式 代 人 等 式 (11) 我 们 鲁 得 到 了 原来 的 储 微 分 方程 
(6)®, 

作 力 哈 密 顿 -牙科 毕 方 程 全 积分 的 一 个 例子， 我 们 来 看 所 吝 
的 哈 敌 顿 主 画 疼 数 。 为 此 ， 我 们 转 回 头 来 看 第 匠 页 的 公式 (7?) 和 
图 33。 我 们 只 计 议 当 to(a) 二 Const 二 lo 时 的 特 殊 情况 ， 岂 过 路 Cn 
古 由 钵 区 在 t= 二 so 济 的 初始 状态 包租 成 。 此 外 ， 将 刀 ， di pi, Hi 
犹 简单 地 写成 ,gi piy 召 。 于 是 ,如果 以 于 表示 沿 正 路 ( 即 沿 正路 

你 之 凡生 ) 从 起 始 成 (t= t0) 到 对 应 于 给 定 t 值 的 终点 的 作用 民 
草 
ey = reg (13) 
: 1e1 
如 生 利 用 有 有限 形式 的 运动 方程 
@ ”因为 在 方程 (6) 中 区 有 8 的 偏 导 数 , 淹 不 包 合 栈 数 S 本 身 ,所 以 可 以 认为 会 积 
分 还 包含 有 第 3 个 二 加 任意 向 数 api 
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qi= pi(t, qk PS), (14) 
pi=i(t, qs ph) (t=1,,n) (15} 
将 作用 量 z 


t 


HW = |z0 di» Gdt 


中 的 QC) 以 其 家 过 式 (14) 米 代 检 类, 则 环 便 成 为 fg. (i=1， 
nn) 的 蒜 数 。 哈 窗 顿 便利 用 有 限 形 式 的 运动 方程 (14) 将 pk 以 tg 
g; 表册 |， 让 作用 量 守成 z z 
W= W(t, gi ge) (16) 
的 形式 。 
写成 形式 (16) 的 作用 量 刺 ( 即 表 为 初始 坐标 . 竹 了 坐标 和 获 了 
时 刻 主 的 而 数 形式 ) 被 称 之 为 哈密 顿 主 醒 数 。 将 等 式 (13) 中 的 到 
看 作 哈密 顿 主 丙 数 , 由 这 个 等 式 我 们 便 得 到 : 


3 村。 3 外 1. 
dg = Di 3g 一 一 人 (t=1,.,n), (17) 
= H(t, gi, Pi). (18) 


由 等 式 (17) 和 (18) 旭 可 吧 定 哈密 顿 主 丽 数 满足 哈 骞 顿 -牙科 
十 方程 ; 


Sr+ H(t gs F-)=0, (19) 


而 关 戏 式 (17) 力 是 包 偏 27 个 任意 常数 gi piti= 二 1,…,%) 的 有 限 运 
动 方 往 。 

这 样 ， 哈 客 皮 豆 向 我 们 指出 了 一 个 如 何 利用 方程 (19) 的 全 积 
分 得 到 有 限 形式 运动 方程 的 万 法 。 但 是 ， 哈 密 顿 的 这 个 全 积分 莽 
不 是 任意 的 , 它 所 包含 的 任意 常数 必须 是 初 值 9; 和 px。 这 就 儿 起 
圈子 求 了 : 为 卫 瑟 出 有 限 形 式 运动 方程 (17)， 需 要 知道 哈密 顿 主 
网 数 ， 而 机 得 到 这 个 二 两 数 ， 如 前 押 述 ， 又 需要 有 限 形式 的 运动 


fa 


+ 


3 20 哈 衬 弧 - 推 符 全 方 径 ” - 135 
方程 。 

夏 科 毕 的 功 续 就 在 于 他 继 向 了 只 密 顿 的 研究 ， 打 开 了 这 一 困 
稚 局 面 。 他 指出 ， 有 了 上限 形 式 运 动 万 程 可 借 哈 密 顿 方程 竹 的 任何 金 容 
分 S(t go oi) 写成 如 (9) 的 形式 。 

我 们 现 芷 转 回 头 来 看 恒等式 (13)， 关 将 它 和 第 127 页 上 的 恒 
学 式 (2) 进 行 比较 。 从 比较 中 可 以 看 出 ,公式 (14) 和 (15) 这 租 将 哈 
佑 想 坐标 (系统 在 时 刻 上 的 状态 ) 以 初始 坐标 @,…, 到 帮 出 的 有 限 
运动 方程 可 以 看 作 由 变量 99， 2 一 1… 2) 到 安 虽 1 
2%) 的 百 由 单价 正则 变换 ; 这 个 正则 变换 的 母 画 数 是 一 琵 , 其 中 邢 是 
哈 冤 起 主轴 数 由。 

因此 ， 借 任 一 哈 窗 上 顿 方 程 组 的 运动 所 实 击 的 相 空 公关 变换 征 正 
草 移 (同时 还 是 自由 单价 的 )。 


rr 


例题 . 寻 让 上 自 出 质点 作 局 性 运动 时 的 哈 伦 顿 主 函 数 。 在 这 种 情况 - F( 候 
证 to = 0) | 
: T=20T ot, Y= yot, 4= 20++ 201t, 
因而 z 
1. 
W =| t+ dt 


= (a+ +i) = (e202+ (Yh)?+ (20)"]. 
如 果 由 所 得 的 哈 沁 帆 主 硬 数 
W= (sz0)?+ (y—yo)?+ (2— 20)"]. 


出发 , 划 根据 公式 (17) 即 可 得 到 运动 方程 , 它 在 本 例 中 具有 如 下 形式 ; 


WR rv. _ 0LW_ _,X— ro 
Fa a7 -+ Pea 9x t 
1 IW 0 0 _ 9 由 2 一 Wo0 

zz 94 3% t ?” 
2 ZO—2 9 2 一 了 
s 二 一 芒 8 一 一 一 一 一 刘 


中 由 变量 gi, pi 到 变 最 091， 2 的 邀 正则 变换 的 母 画 数 旭 是 哈密 慑 主 画 数 态 -。 
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假 此 我 们 时 花 的 是 广义 保 宁 系 策 ( = 0) 则 哈密 富 - 斐 科 些 
方程 使 共有 


9 oS ， 
1(0,, SN)= 20 
. +H(g; 5 0 (20) 
的 形式 ， 且 共 全 积分 可 以 写成 
六 = 一 了 十 下 (9 Ca O° nt) h) (21) 


的 形式 ,， 式 中 h 和 QH On—1 机 是 任 疲 笛 数 。 
将 的 这 个 表达 式 代 入 方程 (20)， 我 们 便 得 到 决定 画 数 了 的 
如 下 方程 : 


oF \, 29 
H (ga 57 ) 一 大 (22) 
求 出 这 个 方程 的 全 积分 , 即 油 足 不 罕 式 
: 2 2 的 __ 
det( 元) ,0 (oo 二 (2 


的 解 了 (qi op Gx-4h), 我 们 便 可 以 利用 公式 (9) 和 (21) 得 到 广 
闵 保 字 系 耕 的 有 限 运 动 方 程 如 下 : 
aV 


9g; 一 (t=1,.…,n), (24 ) 
oF 。 ,| oF _ : OA 
da; FH (7 1 ， ) 名 1), 2h 一 了 十 了 ， (24 ) 


其 中 up 8; (j=1,…,% 一 1), 天 和 7 都 是 任意 常数 。 
根据 条 件 (23), 坐标 gt…gz* 可 由 方程 (24 7) 解 出 , 荐 写成 二 和 
22 个 任意 负数 oj 8;, 和 ?的 西数 。 将 所 得 表达 式 代 人 方程 (24 )， 
我 们 便 得 到 关于 广义 促 量 pi:(5 二 1,…,%) 的 类 侯 表 述 式 加 。 
在 广义 保守 采 纤 的 情况 下 ， 我 们 以 独立 变量 少 一 个 的 方 各 


四 由 (2 人 ) 式 的 前 # 一 上 个 方程 ,可 以 将 4 一 上 个 极 标 道 过 余下 的 第 % 个 坐标 和 
28 一 1 个 任 葵 常数 表 出 。 这 样 ,我 伍 便 得 到 华 标 空 直 中 的 融 道 方程 , 而 (247) 式 最 后 一 
个 方程 便 和 给 出 坐 标 和 财 间 变量 t 之 闫 的 关系 。 
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at 人 下 标 之 一 是 循环 的 、 则 含 微分 
方程 的 独立 变量 也 将 少 - 

组 在 有 当 二 于 个 是 有 dns0b … gw 是 颂 环 坐标 时 的 
一 般 情 形 。 此 时 县 == 右 (tq …; qmr Po …; Pn)， 而 且 哈 帘 赂 - 牙 
科 毕 方程 的 爹 积分 可 以 写成 


i 


DD = > a. Solt, di "(ny C1 O02, ) . (25) 
BA=7%-}-] 
的 形式 。 " 
对 于 型 数 So 央 有 : 
ONo ono oS 


4 TY RR nit 二 (). 2 

3 tA(t ff 0 "Fg [3 on (26) 
如 所, ga 和 是 广义 体 宁 系 策 的 俏 环 坐标 , 则 陨 数 人 便 可 

以 取 如 形式 一: 

= 一 ht 十 > qs Pog qm; O19 ***) CO, ho), (27) 


小 二 -1 


其 中 醒 数 Vo 由 方程 


oaV Dr . ， 
A(g “0m 5 四 3 CT137“ ”3 0 )=h (28) 


来 确定 


8$ 27， 分 离 变 量 法 ， 例题 


我 们 在 前 面 已 经 指出 , 正则 方程 组 的 积分 可 妇 生 为 求 哈 窗 顿 - 
雅 科 毕 方程 的 全 积分 。 这 -一 花 断 不 仪 有 其 理 花 上 的 价值 。 看 来 苹 
多 动力 学 前 题 ， 包 括 理 其 物 理学 上 的 一 些 有 生生 到 
自己 方 使 的 实用 解 。 


“的 Gm 是 可 加 任 作 入 数 。 一 一 译 演 注 
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站 


更 在 我 们 来 向 芒 者 介绍 求 哈密 顿 -牙科 毕 力 程 全 积分 的 分 部 
变 媚 法 ， 这 个 方法 适用 于 当 广 义 休 和 守 系 统 的 哈 客 顿 画 数 囊 上 共有 特 
丈 畏 构 时 的 情 识 。 

1 .假设 

H=G[fi(g, pi fn(qn; pn)]. (1) 

此 时 ,在 疼 数 五 的 表达 式 中 , 变量 已 被 分 离 : 每 个 男 数 fi 只 包 
舍 一 对 共 鹏 变量 0i. Di。 

上 和 中 的 方程 (22) 现 在 可 以 写成 


. aF ) ( ar ) , 
(Gr a 一 i I 二 了. 2 
fF @ 30, "9 f 1 30, (2) 


A 
f(a 光 )-“ (2 二、 4)) (3) 


共 中 oa,…, a 是 任意 常数 。 二 是 , 按 公式 (1)) 常数 及 可 以 通过 常 
数 ca， 表示 成 如 下 形式 : 


分 


h=0(0 Oo) (4) 
i 等 式 (3) 解 出 5 得 9 
oV 一 一 。 ， 。 二 二 ne 
ai “一 P(g on ( ] ， 1 和 2 ) >» 


tl 


V= 5 |riCg Qi)dq; (5) 


心 一 ~ GQ(o, “3 Qn)t + |r 0;) dgi. (6) 


$=1 


”在 此 情形 ， 


QD 我 们 假定 每 个 丽 数 fi(qi, pi) 实质 上 宰 包 售 相 应 的 种 量 pi 即 3 吉隆 0。 内 此 


由 方程 (3) 可 以 解 出 pi 一 5 来 ;每 个 次 数 Fi 都 是 两 个 变量 qi 和 ai 的 图 数 ; = 
=1.. 


;}" "3 To 
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oS _9F; 
9g;90; Do 5 2 一 | v 廊 时 
(i = 1,… ,0), 
同时 基本 条 件 
oS \” 
det 
(#3 ) #0 (7) 
卢 精 为 不 等 式 
着 3 不 
I156:*0 
六 由 于 关系 式 
f(gi Pi) = as 
1 3 入 8 
和 方程 (© 
Di = Pig;, 01) (9 
等 价 , 故 | 
9F; _ 9fi\! . 
(3) 地 9 (i=1, “， 1)， (10) 


而 且 条 件 (7) 永 远 被 满足 。 因 此 , 公式 (6) 给 出 了 哈 窗 顿 - 雅 科 毕 方 
程 的 全 积分 。 


有 限 运 动 方程 
3aS ， 98 
3 3 (一 工 ， 3 ni) (11) 


在 所 给 情况 下 可 以 写成 如 下 形式 人?: 


@ 我 们 将 公式 (5) 和 (6) 中 的 积分 | ri(qiy mi)dqi 理解 人 Po 
其 中 常数 Yi 固定 不 变 , 而 且 和 任意 常数 uk 无 关 ， 于 是 


站 >| 《Ai OF) dr = 3 | Fildi, oi)dags = | Fi 
i 


然后 再 利 用 关 和 采 式 G10)。 
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J h 
| 一 一 -p， (t= 1,……,%), 
Da 3 5 ) (19) 
9p: Pi= Fed ,91) 
pi > Fi( gq Qi). 


因此 , 借 求 积 法 便 可 以 得 到 有 限 运 动 方 程 。 
例 1， 我 们 来 看 一 自由 度 振 子 / 


2 2 
= 让 二 


例 G (0) 三 a, f (%, 90) 三 站 eo, 斯 得: 


力 = 天 (9， 0) EVIma— moo. | (13) 
因此 , 运动 方程 [ 见 (12) 1 具有 如 下 形式 ; z 
t+1( 4 - z 
(+0 | p， (14) 
其 中 
A? < 2 一 -二 
mn 1 


注意 到 (14) 式 中 的 积分 等 于 arcsin 人， 我 们 便 得 到 如 下 形式 的 运动 方程 ， 
| : g = Asino( t+ 8B). (15) 
2". 若 
H=gnt'.galg2L gi( gq Pi), qs po], qa, Ps} qn, Pn) (16) 
则 决定 了 的 方程 便 可 以 写成 


， 3 一) oF 2 a 
gn SALACA 391 by dgs | d3， dg dn 3 一 瞩 . 


现在 9| 人 任意 常数 oo 和 mm 一 六 并 依次 分 


间 量 着 二 雪人 


9 24. 分 离 杰 量 法 ， 例 嚼 
由 此 解 出 各 个 依 寻 数 中 : 
oaV 
-一 Ga(gr Qi )， 


QO 
SS Nis 


4 = Go( qo, 0 1, Qo) » 
2 


oV 


9gn 一 一 一 Cn (qn; Oni, Qn ). 


V= S|G.(g; 0 一 1 ou)00; 色 ， 


t=1 


心 一 一 Qnt 十 SNACE Qs—1s ou ) qs. 


t=1 


329 _9aG _98 
9qida; da; 9gqi9a0x 
(1, k=1,.……,n). 


因 之 , 条 件 (7) 化 为 不 等 式 


-0 当 jb 时， 


, II 5 #0. 
这 个 不 等 式 永 远 是 成 立 的 , 因为 方程 
gi(Qi-1s Gi) 了 这 一 a 
和 方程 
Pi= Gi( gis 0i-1 05) 


个 我 们 假设 20， 即 贺 数 gi(qi, Pi) 中 确实 含 pi。 
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(18) 


(19) 


(20) 


(21) 


包 这 里 以 及 本 韦 以 后 各 处 ， 我 们 把 不 定 积分 都 理解 为 具有 变 上 限 和 与 常数 


ai 4 on 丐 关 的 不 变 下 限 的 定 积 分 (如 1° 中 所 注 )。 
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等 价 , 内 而 


OG ( 3 ) 
9oi \ 9Ps/ pi=Gi( 9 asmat) 


0 Gi=1,.,n). (22) 


下 面 我 们 要 用 到 的 依 导 数 -2 它 的 表达 式 可 由 方程 (20) 和 
(21) 求 得 , 即 z 


0g . 
OG: | 9001 : 
GOi—1 9g' (23) 


op: Di=G4 dit ua) 


将 天 达 式 (19) 代 人 人 有限 运 动 方程 (11)， 寺 名 ;让 到 公式 (22) 和 


(23), 最 后 便 得 到 |: | 
dg 
(BE) 
9pD; Pi=00t 94 — at) 
gil 
可 qa; ] -= 
Er A ps (24) 


7 piti= Gfti( dtdi atort1) 
(i=1,…,n%~—1), 
da -- 


一 t+ 
世 
opn bnu=Gn(dnin”-yvan) 


Di = Gi(qiy Qi-1, oi) (t=1,……,n). (25) 
这 里 , (24) 式 的 前 ?一 工 个 方程 是 坐标 空间 中 轨道 族 的 方程 ; 这 些 
方程 包 人 省 2 一 上 个 作 题 篆 数 on aay Bi，…，Bn-1o。(24) 式 最 后 
一 个 方程 包含 新 的 任意 党 数 Bn， 它 给 出 坐标 9% 和 时 井 变 量 !1 之 问 
的 关系 。 
将 得 日 方程 (24) 的 两 数 g(t oky Bp) Ct 二 1,…,m) 代入 方程 
(25) 之 后 ; 冲 量 pi;(i=1…, 1) 哎 做 确定 为 和 所 有 任意 第 数 ai 
Bi 一 1 0) 的 画 数 。 


= bn， 
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EE pd 


例 2， 我 们 来 讨论 开 艾 勒 运 动 : 质量 为 加 的 质 扣 在 中 心 (发 3 力作 用 
的 运动 , 姑 的 大 小 与 质点 到 力 心 的 距离 平方 成 反比 。 
在 这 种 请 观 和 在 球 坐 标 中 


T= +r262 十 r2 sin2gy2)， 开 一 -一 (7Y>0)， 


H = (p+ 全 +) z. 


r2 sin20 
倒 


=p pp =02,， 93 二 = (e+ 号 2 )- = 二 于 是 ， 根 据 公 

式 《24), 我 们 使 得 到 | 

一 一 一 关 一 一 -pl 
sin? A 一 7 


(26a) 


dg 六 op 
| 玫 一 一 7 一 
cj ou 一 一 < 2Il03 十 一 一 一 7 


sn 


-t+| mor := Ba. (26c) 


moon 十 -2 -对 
我 们 得到 了 开 沉 各 运动 的 有 限 展 式 方 入 
在 癸 综 这 一 运 导 时 ， 可 以 认为 初 娩 速度 位 于 子午 面 y=eonst 上 而 不 失 
其 一般 性 。 于 是 , 在 初始 时 蓝 57 = 0, 因而 , 根据 公式 (26a) 有 : 
ai =0 (27) 


$y = By = const, 好 运动 是 : 人 下面 稀 。 将 等 式 (26b) 和 (266) 逐 项 笋 分 之 ， 我 们 
便 得 至 记 形 速 广 名 等 可 


妇 质 成 在 千 面 y=eonst 二 按 面 积 定律 运动 。 


最 后 , 为 了 确 完 束 道 , 我 们 售 二 =z, 于 是 由 公式 (26b)， 同 时 考虑 到 等 式 


电 好 直上 只 力 心 的 天 径 所 权 过 的 面积 对 时 闻 的 导数 。 
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[7— -8 一 8 
Met+okr— 
其 中 
= k= ee B = 2 aa Bz. (28) 
2 
积分 之 后 即 得 : 
areeos-7 且 二- 0 一 8， 
因 之 ， 


X = 无 十 12 十 6 cos (0— BB). 
最 后 , 根据 z= 二 的 关 采 可 知 巧 道 方程 是 轩 继 规 线 ， 它 的 一 个 焦点 位 于 
力 心 上 ， el: 


~- 了 上 
1+ecos(0—B)’ (29) 


叉 中 国 维 堆 乒 的 参数 和 偏心 率 由 下 人 询 等 式 确定 : 


pitt 0 

假设 质点 罗 道 是 封闭 的 (在 太阳 吸引 F 的 行星 运动 )， 则 此 雪 道 是 杭 图 ， 
力 心 (太阳 ) 在 它 的 一 个 焦点 上 。 

以 下 和 ww， pa>D) 分 别 玫 示 椭圆 的 面 各 和 它 的 两 个 御 轴 之 长 , 则 冬 


(因为 p= 地 ): 


Fp?* ra?b? 
人 
pt po: Dp 


设 为 周期 ( 转 一 一 图 的 时 间 ), 则 z= Ve 于 是 , 根据 等 式 (30)， 
2 2 72 2 
按 咎 柜 引 力 定律 , 式 中 的 Yi 仅 己 吸引 中 心 有 关 。 于 是 我 们 得 到 了 行 疙 继 
动 的 开 普 勒 三 定律 : 1) 行星 以 不 变 的 书 形 速度 党 于 面 娄 道 运动 ，2) 机 
道 是 椭圆, 太阳 位 于 此 椭 图 的 一 个 焦点 上 ，3) 运 行 一 周 的 时 间 平 方 和 轨道 长 
全 吉 闻 方 之 比 对 于 所 有 行 时 都 是 一 一 样 的 。 
， 作 为 应 用 分 离 变量 法 的 另 一 个 例子 ,我 们 来 看 当 


_fi (gs ， D1 ) 十 ~"” + fCqn, Dn ) 


g1(q1; P1) 十 十 Cg Pn) (32) 


$ 2 分离 变量 法 。， 例 题 49 


时 的 情形 。 此 时 , 基本 微分 方 各 


ay oaV 
H =(g1 "9 Ons 301) ”3 3) 


可 以 写成 如 下 形式 : 


Si(w)-m(m Ee 


f=] 

我 们 分 
oaV aV . ， 
A 7) -ng (gs 3 )=% 【一 工 %)) (34) 


其 中 Gs 1 都 是 任意 第 数 ; 请 数 cy 根据 方程 (33) 和 等 式 (34)， 可 以 通 
过 ai， … an- 来 表示 ， tl 


O01 一 "一 Qi1. (35) 
由 方 稳 (34) 解 出 侗 导数 3 得: 
OF pg on (t=1, 1). (36) 
aqg; $ i? Oi, t $$ 
将 方程 (33) 的 解 取 作 各 下 形式 : 
『 = 了 之)| Co ou hd gs (37) 
t= 
期 哈 密 赎 - 雅 科 毕 方程 的 全 积分 具有 形式 
g= ht+ 5 [Figvav ag (38) 
Tl 


村 是 ， Wn (11) 可 用 求 积 法 得 到 |: 


9 了 ， 。 
ad -J (7 一 二 ,1% 1), MM 


Deo =t+Bb,, » (39) 


Ds=Pil Qs Qa h) (2 二 |， “ oy 2 ) 
(oa 十 oa 十 … 十 ol 一 0)， 
假设 方程 fi(qs; 2) 一 Jgi(gqs， P+) 04 满足 可 解 性 条件:: 请 -hi 
于 是 鲁 此 方程 便 可 以 散 届 Di 来 ， 得 : 人 = F,(g;, Obey h)(t 一 1, 四 nn) 泛 时 ， 入 
半数 闻 ; 的 尾数 
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onl! ag | 
ani 轴 Pi= Fi(qiyaty hy 
9fi | | 
oi , 9 , , 
| 37) Yi( gs pi) Pi Pig ai 有 
(71=1, 22)， 
方程 (39) 的 最 经 形式 为 : 


op; op; Pij=F 9 ;aj,h) ’ 


3f， ,3 
-站 浸 - ht 3 dqn™= B} 
dD 3p, Pune Py qnansh) 


=1, ,NC—1 : 
J hn), (40) 
HT 
fs ef: gt | z | 
一 一 一 ! YY do } Fi Ot 一 了 十 jp 
> | jp gC pi) Pi= Pi(gtsaisn) 由 和 


Di 一 站 人 0) (t=1,., 7) 
《Qi 十 tz 十 …: 十 以 ,二 人 0). 
作为 屋 处 性 驳 , 我 科 得 双 了 了 刘 禾 定理; 
并 条 碗 的 劲 腾 和 势能 让 如 形式: 


大 


Ii 
1 会" 
-$( D4) ait ne CD 
和 Sa 


Ln 
站 中 BI 和 并 只是 4 一 个 灾 景 的 区 数 (1 二, 才 旧 有 限 运 动态 程 可 月 
求 积 法 得 到 。 / 
事实 上 , 对 于 刘 杂 系 入 ， 
3 » 
之 。 (各 + 2 ) 
= (42) 
2 > 4; 
t=-1 


而 这 不 过 是 公 江 (39) 的 特殊 情况 里 了 了 。 


| $ 28， 正 则 变换 在 报 动 理论 中 的 应 用 
设 其 有 给 定 画 数 及 的 系统 的 运动 为 已 知 , 即 微分 方程 
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的 解 

Qi pi(t, gk Pk), Pi ilt, qs PE) (2) 
[gi = (gi)t=0) Pi = (Pi) t=0; t=1,.…, nN] 

是 已 知 的 ， 要 求 确定 哈密 顿 画 数 为 是 十 Hi 的“ 受 报 系统 的 运动 . 

即 微分 方程 组 


(1=1,.…,%) (3) 
的 解 。 若 将 (2) 式 中 的 gq 和 2 从 =1 2) 看 作 新 变量 ， 则 如 第 
1 一 135 真 下 扶 壕 ,公式 (2) 便 从 定 一 自由 单价 正 基 变换， 这 个 变 
换 将 哈密 司 方程 组 (1) 变 为 互 =0 的 险 密 起 方程 组 [ 见 第 133 页 
的 公式 (13)] 


da =0, SpE 0 (p=1,.…,n), (4) 
而 哈密 顿 方程 粗 (3) 则 被 变换 为 画 数 万 等 于 Hi 的 哈密 顿 方程 粗 ? 
dh SH, dpk OF! (pl, .en). (5) 


dt 9p%” dt 39 
这 样 , 新 变量 O& 和 ph 便 其 有 一 个 稳 妙 的 性 质 : 对 于 未 受 摄 远 i; 动 ， 
它们 保持 常 值 不 变 , 而 且 就 签 于 初始 值 ; 而 对 十 受 摄 运动 , 它们 划 
是 时 间 和 初始 值 的 酚 数 : 
GT 的 的 Pp) Ph tgs pi) (R=1,.,n). (6) 
些 画 数 是 作为 哈密 顿 方程 粗 (5 ) 的 通 解 时 确定 的 “ 摄 动能 最 ” 
肌 i 万 契 这 个 万 程 租 的 哈 筷 起 岁 数 。 如 水 在 未 流 报 运动 (2) 的 公式 


@ ”这 村 由 关系 忒 太一 C8) =0 一 4H 来 断定 。 这 个 等 式 左 有 两 端 部 丝 寺 
5 和 ,8 是 所 考察 的 自由 单价 下 期 变换 的 俱 丽 数 ( 见 第 129 页 )。 
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中 以 两 数 (6) 代替 常数 & 和 网， 我 们 便 得 到 受 摄 运动 在 原 坐 标 
gp pi(i==1,…,%) 中 的 有 限 方程 。 : / 
z 利用 正 央 变换 的 理论 ,可 以 将 哈密 政 方 程 租 (3) 的 积分 网 题 炮 
变 为 对 哈 纶 顿 方程 租 ( 了 和 (5) 的 积分 ; 方程 组 3) 的 通 解 可 由 租 
(1) 和 (5) 的 通 解 (2) 和 (6) 和 名 谷 代 而 得 , 即 
qi pi t, qx (i, gq;, Pi) pe C(t, 99, p)], 
pi—= ili, go (t, g?, pp?), ph (i, 99, p?)] (7) 
(一 多) 
我 们 实际 上 已 经 指 了 系统 的 ”能量 受 摄 ” 和 “初始 数据 受 报 ” 是 
等 价 的 。 现 在 用 图 40 来 说 明 这 一 点 。 
在 增 三 相 党 肖 的 超 有 平面 二 = 一 0 下 取 一 闫 定点 型 o， 大 由 这 个 点 
Jy| 一 条 术 受 摄 的 下 路 ， 是 方程 条 
(DD 的 正路 (2)。 在 图 40 上 这 条 
正路 用 粗 线 及 No 表示 。 始 点 在 
超 平 面 t 二 0 上 按 琅 数 (6) 的 移 
动用 风 线 Mo 表示 。 由 曲线 
六 0 关上 的 一 点 有 居 0: 引 一 条 未 受 
摄 正 路 型 wo (这 条 下 路 在 入 
40 上 用 碟 线 表示 )。 在 这 条 正路 
土 取 一 反 P， 使 之 上 县 有 时 齐 1 的 
答 定 坐标 值 。 点 已 正 是 系统 在 受 摄 运动 由 工时 刻 上 所 在 之 位 置 。 
在 杰 受 摄 运动 中 , 系统 证 时 到 上 所 在 之 位 置 设 为 @, 划 摄 动 即 表现 
为 “移动 "QP 受 摄 运动 的 正路 如 图 上 粗 线 MoP 所 示 。 因 此 , 受 摄 
运动 可 以 前作 相 宏 间 中 的 “复合 ”运动 ， 点 沿 未 受 摄 正路 运动 ， 而 
这 条 止 路 本 刁 央 由 于 初始 数据 的 “ 摄 动 ”在 移动 着 (在 一 般 情况 下 
述 有 变形 )。 
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§ 9， 任意 正则 严 手 的 结构 


§ 29， 任 意 正 则 变换 的 秸 构 / 
“在 本 章 的 这 一 节 和 以 下 各 节 ， 我 们 将 给 出 正则 变换 的 若干 补 
充 知 识 。 / | 

对 于 任何 正则 变换 ,一 如 $25 中 对 十 自由 正则 变换 所 作 的 屠 
样 , 也 可 以 建立 起 一 个 借 太 画 数 和 价 c 来 决定 此 变换 的 公式 。 
(1) 


假设 在 以 正则 变换 | 
9; 一 中 ii 人 人 扣 fh’ Py) pi 一 Witt, dE’ Py) 


(i =1,.…, Nn; nt 
9(g1, 机 Dn) 
(2) 


相互 联系 着 的 4n 个 量 
Qi» Di i, Di(t=1, “"'， n) 


中 ,可 以 移出 如 下 的 2w 个 量 作 为 独立 变量 : 
di 9 Hr Pritt ', Pn 871) “ms Drmtt? “yg Dn (3) 
于 是 , 利用 恒等式 : 
3 | > pn)- 六 am 
9 一 十 , y=iti g= t+1 _ 
Li LL ?7 
2 Kedi= 人 2 hii)— >, Fr6%n 
hmmt+1 九 二 ?十 1 六 二 名 十 二 
便 可 将 第 126 页 上 的 基本 币 别 式 (9) 写 成 
> p59;— 2 fn8ps ~— Het= 
14=1 = 二 1 
(4) 


> gips— Hit)-aU 
g=L+1 | 


1 
一 (S Pidgs 一 


+=1 
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庆 pr 
er » 1 
U=F+ 之 ， dnpn™ € >, (oPo- (0) 
= 二 1 一 FT 


由 于 4m 个 量 (2) 侈 各 可 以 遂 过 2 个 量 (3) 表 出 ,所 以 ,可 以 认为 UU 
征 量 (3) 的 男 数 。 于 是 , 由 和 恒等式 (4) 不 难得 肝 : 


Wi ie 


dg 3 a, 4 


(£2=1,.…, 1; gq=L+1, ,nn j=1, 7, hl, 1 ). 

公式 (6) 与 公式 (1) 是 寺 问 的 , 它 以 价 和 依 束 于 独立 变量 (3) 
的 母 图 数 六 决定 了 所 讨 藤 的 正则 变换 。 

下 图 我 们 要 主 明 一 个 数学 引 理 、 根据 这个 引 理 ， 在 以 变换 人 ) 
”四 联系 的 4% 个 量 (2) 中 ,永远 可 以 选 出 2 个 独立 的 ， 且 其 中 不 包 
含 任何 一 对 共 幅 变量 qi, pi; 或 语 , PD。 了 于 是 ， 在 华 标 gi, 部 (2 到 一 
二 1,…, nn) 和 与 之 对 应 的 冲 量 pi, Pp(t, 太 二 1 1) 适当 的 篇 号 之 
下 ,所 选 的 34 个 独立 变量 便 可 以 写成 如 (3) 的 形 式 。 因此, 对 于 任 
ee 
不 同 的 类 别 。 

一 如 在 $35 中 对 二 月 由 二 期 变换 所 作 的 那样 ， 可 以 证 明 ,， 对 
于 任何 玉 划 变换 ， 由 其 侠 画 数 [7 的 二 阶 混 公 站 仿 导 数 所 和 粗 成 的 1% 阶 
行列 式 也 是 不 等 十 需 的 人 。 因 此 ,由 (6) 式 的 前 % 个 方程 可 以 将 变 

路 在 研 尔 德 司 昌 的 书 (Toyerejia 上 ETaCCRTECKEH MEXRHBEER， NIL，1957， 
第 262 页 ) 中 ， 作 者 断 崩 , 对 于 任何 正则 变换 , 永远 可 以 到 以 下 四 姐 量 中 刚 一 组 作为 2n 
个 独 这 变量 : qt 和 gi 9 和 了 8 Pi 和 qi; Di 和 2i0 =1 0)。 这 一 花 断 是 钳 珊 
| 由 及 = 一 D1 P1919; 二 97, Pj 二 Dj(j 了 = 二 2,…,m) 这 样 一 个 简单 正则 变换 的 例子 


四 ”这 个 渝 断 是 卡拉 租 道 利 在 他 的 书 (Carathéodory CC., Variationsrechnuneg 
und partielle Differentialgleichungen erstes Ordnung, 9? Au{l., B.I, 1956, 
$96) 中 提出 的 , 乌 是 ,天 拉 人 肖 道 利 只 是 就 变 最 qi, pi 到 变量 i， PBi(2 =1,…, 9) 的 变换 
为 目 则 的 特 太 害 形 建 并 了 我 们 的 证 明 所 依 瑟 的 那个 引 建 ( 兄 下 面 )。 

加 如 果 以 71 po 3 ?rn 依次 表示 按 采 列 (3) 的 蝴 序 所 震 列 的 (8 中 各 变 
最 , 骨 此 条 件 便 可 以 叶 成 


汉人 


2 了 Ei 
drt( 02 
Or ji].. i;e=1 
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一 


量 jj, B49 二 2; 24; 二 mr 十 1,…, nn) 解 出 来。 将 所 得 到 的 表达 
式 代 人 (6) 式 后 % 个 方程 之 后 ， 我 们 就 可 以 将 正则 变换 方程 (6) 写 
成 (了 的 形式 。 z 
二 在 来 陈述 并 证 明 前 面 所 褒 的 那个 引 理 , 它 是 我 们 得 到 用 来 构成 任何 正 
其 变换 的 公式 (6) 的 依据 。 
| 理 ， 如 果 粮 定 了 依 籽 于 2n 个 独立 变量 gp 9 P14，…， Pn 的 2n 个 
独 区 因数 A ny Py Pry 如 电 4n 个 量 gi, Di 0i 人 Di 一 了 中 未 
证明， 其 不 从 也 就 是 咬 , 假 训 人 术 包 会 任 何 一 对 共 直 
时 的 22 个 量 总 是 不 独 开 的 。 于 是 , 我 们 便 可 由 欠 定 有 的 4 个 量 中 选 凡 这 样 
nn 十 4 个 独 江 的 : 其 中 前 郊 个 不 带 僵 号 ,后 g& 个 带 一 号 , 而 且 使 这 % 十 Q& 个 量 
中 汉 有 共 王 的 , 同时 4 为 所 有 可 能 佳 的 最 天童 。 技 控 照 假 认 ,应当 有 %<mw。 
由 于 调换 一 共 乾 量 9; 和 入 或 下 和 六 的 地 你， 以 及 鸡 量 qi，pi 和 5, Di 
时 标 坊 1，…, 1 作 任 意 妨 换 部 不 改变 引 理 的 条 件 和 和 精 花 , 因此, 可 以 认为 我 们 
选 由 来 的 就 是 如 下 的 nn 十 4 个 量 : . 
91 dn Ta (dn). (7) 
我 们 将 系列 (7) 称 之 为 最 大 基底 。 于 各， 
Gj=f (9 7 
pj;= f(gq1 *"*, qn H1, ***, Ga) 
(j=ad+1,,n), (8) 
这 里 了 症 表 示 隐 数 关 系 的 符号 中 。 
夸 报 于 对 询 的 一 般 性 , 可 以 认为 不 包含 于 会 式 (8) 的 诸 量 
Py Pn 及 Pa 


中 , 量 
| po "pas By") Bp (an, bd) (9) 
是 基底 (7) 的 柄 数 , 而 量 
Parls 2 Pots 9 Pa (10) 


中 和 时 二 一 个 者 -与 项 钳 无 关 。 因 几 ， 
2 一 上 了 (93 """ dn, 1 本 Ga) (i=1, “ 6) | 


_， ~ (11) 
Pr/ “9 On dt *"*') Ge) (并 一 二， ; b). 


也 在 不 同 的 公式 中 ， 同一 个 字 坡 了 表示 不 同 的 图 数 关 菜 。 
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一 


现在 我 们 指骨 ， -上 ”“ 儿 让 量 ( 10) 共 瑟 的 量 (dary "Oy 9p+1， 机 Qa 尖 | 宗 
上 不 包含 在 (8) 式 的 布 端 。 素 和 侨 上 如果 9;(X>a) 妖 包 含 在 某 个 条) 的 
表达 式 中 : 
Gj=J (C0°%, qn"*)) 
风量 租 gb …, 23- GD 4m G1 … G1 便 与 基底 (7) 是 等 价 的 : 
(9021 GA 0 Gi os ce 
ss 9 Cl a), (12) 
邵 两 组 量 的 任 一 得 中 的 每 一 个 量 都 可 以 通过 另 一 组 量 来 表示 ， 反 之 亦 然 中 。 
因此 n+4 十 1 个 量 
0 和 20 
是 独 江 的 这 与 基 革 67) 站 最 大 性 矛盾 。 
因此 , 公式 (8) 可 以 写成 : 
dj;=f (qn, da dl 0 
P=f (gy dw 人) (j=d+1,,%), (13) 
今 以 gb go 91a 1 三 b) 素 示 鞭 正 包含 在 公式 (13) 右 端 
那些 晤 的 全 体 (者 怕 只 出 现在 其 一 个 式 子 的 右 问 也 喷 )。 于 是 ， 
bo 
jb dor G9 Go) (I=d+1,*,n). (14) 
我 们 纲 在 来 折 | 量 9;，9y(X4，4p5) 实 际 上 震 不 包含 在 (11) 式 那些 
1 二 Qi 上 三 bi 的 各 式 中 。 假 右 不 是 这 样 。 例 如 , 讼 9,(X>>a) 星 包含 在 ”(11) 
式 p93, 的 类 达 臣 中 (1 红 筷 @1): 
Pi=fC ,gq ) (ta A>a0). 
但 量 qi, 肯定 是 包含 在 表达 式 (14) 的 某 一 个 之 中 的 ; 例如 ， 设 gf 包含 在 
fi 人 的 表达 式 中 : 
j=fC, qi ) (Ut, j>d). 
于 定 ， 
(qi 0 1 
(gq 90 0 Ga) (15) 
因 之 ,%n 十 d 十 1 个 量 / 
qu Tit Diss Gatl DO 9 独 江 鸭 ， 这 和 


DD 如 果 9 芭 包 含 在 茶 个 国 数 头条 式 中 , 划 由 这 个 关系 翅 便 可 以 将 9 解 出 来 。 
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基底 (7 站 的 "最 大 性 ?入 邱 。 
因此 ， 
Dua=f(qy 0 
Pr, =f(q1 qa .Go) 
(让 王 1 dp 有 一 1 b1). (16 ) 
今 以 gorp ydayg drb 人 正直 量 9q1，Gx(i 之 Qa4， 记 >>014) 中 黄 正 包含 在 
(16) 式 右 吕 的 那些 量 。 于 是 ， - 
po 一 小 CQ | 
Dr =f (qs os G1 7 Fos) Ci = oo, bi; Db). 
我 们 现在 指 H4, 量 q;, G(X 之 4,40) 实 际 上 不 包含 在 i 筷 d2, 让 达 b2 的 pi 
Pr 的 娄 达 式 (11) 中 。 事 实例 如 ,说 4(A>>a) 鞭 包含 在 pi,《41 天 和 cz) 的 
硼 达 去 中 


(17) 


pa=fC, gn) (qa<is<a A>0). z 
但 由 于 gis 确 笑 包含 在 (7) 的 菏 一 表达 式 中 , 例如 在 pi, 的 表达 式 中 。 于 是 ， 
量 确 突 包含 在 (4) 的 其 一 个 表达 式 中 例如， 就 在 和 (4) 的 表达 式 中 ， 
3: 
pia=f, qi ") (dls 夫 ds), 
j= Gi) (hay j>4). 
在 这 后 况 F, 如 下 的 一 组 量 : 
dy dtl) Diy diitl y iil? Disy distly ‘"y Oi-1s 
G+" dn dy "da 9 (18) 
便 和 基 攻 (7) 等 价 。 估 此 ,2 和 量 组 (18) 无 关 。 把 p; 添 到 量 和 组 (18) 吕 ， 便 得 
到 由 2 十 4 十 工 个 量 构成 的 基底 , 这 是 不 可 能 的 。 
因此 ， 
Dis = (91 7 das Gi 0 G0) Brs = fq do 21， Gp) 
(T2011, 2; 2 = bi 二 1,**, b2). (19) 
现在 以 do Gas ist 0 表示 qi Gx(i1 之 qs, 之 bz) 中 拖 些 这 包 
含 在 公式 (19) 里 的 各 个 量 。 等 式 (19) 可 以 写成 ; 
Dis=f (gy das G1 ***, Fos) 
’ (to=a1 寺 lo, dy dE a ), 
~ _ (20) 
Pks=f (dy **) dos G1 '*, Gys) 
(Ko = 01, 2; OSU EOS ). 
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这 个 过 程 可 以 一 直 继 续 下 法 , 直到 同时 得 到 等 式 四 =asrp 和 = bor 为 止 。 于 
本 
Cy 
Pis=f (a "> Uae di， 3 dvs) 
(3 一 0 1 十] do; 0 三 <G sq )， 


~ ~、 (21) 
Drs = f (dy 机 dvs) 
(ks = bs tl, bs OE bb). 
代 痊 会 式 (44), (17) (20),…, (21) 期 有 *: 

fg, ?dae 出 i! do) (7 =aQd 二 + 1, ,7%), (22) 
Dj;=f (gq1) “des di '", dos 
Di=f(qy ) ‘{ ag) G1 dbs) (1 = 1,., as) (23) 
Dr = fq “7” y ag’ (1 四 9 ) (六 一 了 L ”””) bs ). (24) 


现在 假说 ee 十 是 由 公式 (23) 可 以 诊 去 和， 所。 并 得 到 db pi 之 周 的 
相 淆 关于, 这 各 引 理 的 条 件 了 矛盾。 
旭 录 as 三 bs， 基 as 过 bs 十 1。 寺 是 ， 由 公式 (22) 和 (2) 可 以 消去 所 有 的 
gy 并 得 到 Px 之 关 的 相关 关系 , 这 候 然 和 5 引 理 条 件 矛 后 。 
内 些 , 4<n 的 最 大 基底 (7) 存 在 的 假定 和 引 理 条 件 是 矛盾 的 。. 引 理 得 
证 。 


$ 30， 变 换 的 正则 性 准则 。 拉 格 朗 日 括 弧 


我 们 来 建 谤 几 个 正则 性 准则 ， 部 由 qx, 2 人 二 Do 2) 的 292 个 独立 榴 数 
di=pi(t, Gy PE); Di= Yilt, qi PK) (t=1,:, n) (1) 
所 定义 的 变换 为 正则 变换 时 , 贾 数 (了 所 应 满足 的 必要 充分 条 件 。 
过 安 换 (1) 是 正则 的 。 它 的 逢 别 式 为 : 


1 性 
S800 Hot=e( Dprg -Hot)— art, gs Pi). (2) 
1 t=1 | 


会 t=i(f 是 任 一 固定 值 ); 期 出 恒等式 (2) 得 ; 


a 
Spag eS psg— sp qi, Pi). (3) 
$=1 i 1 


伯 等 式 (3) 轧 是 关于 不 显 仿 时间 汐 变 换 : 


” 因为 国产 ab bs 之 by 所 以 , (14) 式 可 以 形式 地 汪 作 (22) 式 。 直接 用 (14) 式 也 天 
不 本。 一 一 嫩 考 注 
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Fi= pi(t, qk; Dr) Bi= Yilt qx PE) t=1, ,1) (4) 
的 乱 别 租 等 式 。 办 之， 公式 ( 生 ) 决 泪 一 cc 人 上 有 e -与 所 选 值 奎 = 无 
关 。 

反之 , 假设 以 不 同 国定 值 二 替代 变换 (1) 的 变量 上 而 得 到 的 变换 全 都 是 
同 价 正 则 的 ( 价 为 ), 则 以 等 式 


4h 
aor ~ a0i 
且 =c 及 二 = 和 十 > ,pi se 
i=1 


(5) 


点 定 苹 数 互 时 , 我 们 由 等 式 (3) 和 (5) 使 得 到 等 式 (2), 这 表明 依赖 于 时 间 ! 的 
变换 (1) 是 正 基 的 。 

内 此 , 使 依 冉 于 时 间 的 变换 (人世 是 正 划 变换 的 必要 充分 条 件 是 : 以 任何 值 
二 蒜 代 变换 (1) 中 的 上 时 , 所 得 到 的 不 依 申 臣 于 时 间 的 变换 侠 都 是 正 划 的 , 而 . 且 
有 同样 的 价 c。 

因 之 ， 在 建立 正则 性 准则 时 , 可 以 只 限于 不 显 信 时间 变 熙 t 的 正 期 变换 : 


94 = pi( dk DE) DH pi= vy iCdk Dk) 


。 9(G1; ” 力 ，) 
一 ,， , 
( 1 dl 9 pn) (6) 


正则 变换 (6) 的 币 别 恒等式 (2) 可 以 写成 : 
Peg = ?之 ,pk5gk 6K (qr, Pk). (7) 
在 此 利用 公 去 (所 将 564 以 5q1 和 5pi 大 出, 央 至 7) 使 具有 如 下 形 未 : 


So， sw Sp1) = — 5K (grs pk) (8) 
t=1 


其 中 


,= Spee ep Yi 二 > 下 


(一 于 72). (8 ) 
写 出 等 式 (8) 左 端 是 全 微分 的 条 件 , 我 们 便 得 到 如 下 形式 的 正 划 性 准 划 ， 
4 gr: _ OVk 9 和 __ Vk 
agk ag” Op dpi’” opr 939; 
(2, k= 1). (9) 
将 志 达 式 (8 ) 代 入 上 式 ， 德 全 单 变 换 后 便 得 到 ， 
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eo 人 rr ie 
一 IPT ie 
gr 


也 
了 = 了 agi 5 agr adi 


(10) 
(i k=], ee, 1), 
江山 64x 是 克 姑 尼 殉 符号 : 当头 下 时 5 太一 0 2 1 和 = 时 , 61p 二 1 
Ct 1 ). 
风 末 引入 所 识 拉 格 其 晶 括 强 , 划 条 件 (10) 使 可 以 写 香 更 为 紧凑 些 。 对 于 
两 个 变量 4 和 PP 的 22 个 已 知 羡 数 pp i=1,…,10)， 拉 格 朗 日 括 弧 定义 为 
un 的 表 十 和 : 


A (2 1 
[4 四 = >( 名 区 = (11) 


利用 这 些 插 弧 , 并 将 公式 (6) 所 确定 的 两 数 条 ,名 (i=1… 8) 取 作 93, 六 
_ 则 条 件 (10) 便 可 以 写成 
Lgqix|=0, [pips j=4, Layprj = 065 
(4 E11,**, 1); (12) 
这 里 c 是 正则 变换 的 价 。 
等 式 (127 输 开 4 变换 (0) 是 正 划 变 换 的 必要 充分 条 件 。 在 变 焕 傅 不 于 时 
山芋 的 生 况 下 ,条 件 (12) 仍 然 是 正确 的 , 只 要 它 对 任何 t 值 都 涉足。 


3 31， 正 则 变换 雅 科 毕 矩 阵 的 耦 对 性 
我 们 来 看 正 期 变换 的 牙科 毕 矩 陆 : 


”@ 建 凡 乾 老将 拉 格 朗 日 括 弧 和 8 15 中 所 引 大 的 泊 松 括 弧 加 以 比较 。 在 那里 是 
”稳定 了 2n 个 变量 gf pi 的 两 个 罚 数 四 图 泊 栓 括 弧 乃 是 雅 科 毕 行列 趟 3 之 和 。 
面 这 里 却 是 给 定 了 2n 个 依赖 于 两 个 变量 的 阔 数 ， 拉 格 朗 上 月 括 忻 力 是 雅 科比 行列 武之 
(11)。 
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ee 人 


Li Po 


[和 | 


90n,,,90n 9Gn...99n| (35 99 
991 94 9P1 dg 3P , 
m=| 4 (1) 
, Japi.,..9p1 9P,..ap1l J9p op 
dgq1 9qn»9P!: 5 09 9P 


2 
dq1 dq 9n1 


这 里 经 是 阶 雅 科 毕 短 央 | 于 引 。 可 以 类 似 地 来 定义 阶 雅 科 毕生 际 至， 
9 gx op 


35 ,95 
EE 
我 们 在 科 误 中 引 和 人 一 -个 特 和 义 的 27 阶 矩 际 : 
O :0 o>1 %… 0 


jo 0 0 -人 - 】 0 
i 0 1 | (2) 


0 2 0… 0 
其 中 巨 是 疡 阶 单位 窃 阵 。 合 M' 表示 和 矩 际 M 的 再 置 答 障 ， 其 由 前 蔬 中 的 关 
采 式 (J2) 可 以 证 明 滋 积 MYM 恒 等 于 oj: 
z z MJM = cv / (3) 
其 中 6 是 正则 变换 的 价 。 
事 灾 上 中 ， 


QD 下 算 障 元 来 为 矩阵 块 的 情况 下 ， 其 小 法 规则 和 给 障 元 案 为 数 的 情况 完全 相 
同 , 即 第 一 个 和 矩 陈 因 寺 的 行 滋 第 二 个 矩阵 因子 的 列 ( 可 参考 了 aHTXMaxep 中 .了 ., 和 矩 汉 论 
$9 一 一 有 中 译本 )。 
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eC 


i 的 3 一 (21) -35 ( 王 ) 人 35 
MIM dq dq : dg 3g 9 dp dq dp 
(2) 各-( 并 ) 到 ( 焉 ) 如-( 各 ) 28 
3p/ 39 \9p/ dq \3p/ 3p 3p / 3p 
但 是 ， 


(更 ) 旺 _( 醒 ) 王 - 
9 pe | dg 9d 


丰 jy 
| ?38590130 9; 


jl 20i00 99i .0995 p=1 -|iavarl=0. 
对 于 其 余 的 三 抉 也 作 类 似 的 8 了 党 ,最 后 就 得 到 : 
| _ 70 一 一 
MJM=( 0 )= co 
证 毕 。 
对 于 定价 正则 变换 ,各 等 式 (3) 可 以 写成 : 
MJM=J. (4) 


满足 等 式 (4) 的 矩阵 M 称 为 看 对 夭 限 。 由 于 dety = 1， 同 时 和 矩阵 乘积 的 

了 人 惠 式 又 锋 于 各 相 梁 第 阵 的 行 州 式 之 积 , 央 之 , 由 (4) 式 便 有 : 
: detM= 十 1. 

因此 , 砧 对 生 陈 是 非 麻 异 的 中 。 

六 足 关系 式 ( 人 9) 六 和 矩 队 1 称 为 从 的 广义 契 允 矩阵 i© 

因为 如 术 中 的 关系 式 (12) 归 精 为 蕉 科 毕 短 了 M4 的 广义 而 对 性 条 件 ， 所 
以 变换 的 正则 性 准则 可 以 这 样 来 表述 : 

为 全 大赛 奖 名 = 各 ( 人 入 二 六.G 二 思 为 正则 


中 ”不 难 台 于: 二 耦 对 矩阵 之 积 、 任 一 耕 对 垂 际 之 送 以 及 划 位 矩阵 都 仍然 是 朝 对 
矩 陆 。 关 此 , 耗 对 答 隆 构成 一 个 群 一 -加 旭 群 。 


稍 对 人 阵 的 主要 特征 是 ， 使 双 粳 性 型 /= Sn yi -er 中 的 2 个 变量 2 


人 一 卫 


yi 和 2n 个 变量 x/ ， 凡 绝 爱 同一 个 丢 数 年 降 为 硝 对 矩阵 M 的 站 性 变换 之 后 , 型 了 在 


nn 
半 变 电 TY 和 Yk YE 中 仍 保 持 其 原 有 形式: 了 = Dry — YT )o 
i 二] 
号 人 全体 广义 耦 对 矩阵 ( 当 所 有 的 5C 寺 0 上 时) 也 构成 一 个 群 。 如 果 硕 是 广义 硒 对 算 
里 , 央 detMM = 士 Cn。 
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一 


变换 的 必要 充分 条 件 是 : 对 应 于 这 个 变换 的 雅 笠 毕 趋 际 M 是 共有 常数 价 c 
的 广义 未 对 短 际 (在 单价 变换 的 情况 下 , 知 呈 M4 是 商 通 辜 对 的 )。 同 时 ,看 对 
性 条 件 (3) 对 十 侈 体 变 量 4 PG 二 4 吉 度 当 慨 等 地 被 油 足 。 


$ 32， 正则 变换 下 泊 松 括 缀 的 不 变性 


现在 把 写成 上 节 等 式 (3) 形式 的 变换 的 正则 性 条 件 胡 徽 改变 一 下 。 将 下 
等 式 两 问 左 末 以 (M1 再 右 乘 以 MM 即 得 : 


Ty. 
C 


《Ah i JM 1= (1) 


到 上 上 式 两 总 的 逆 答 是 , 并 注意 到 J 1= 一 J 名 ,我们 便 有 : 
MJM'=ey. . (2) 
将 等 式 有 JM=cJ 中 的 雅 科 替 答 陆 MM 以 其 罚 钨 短 别 M' 来 灰 代 , 便 得 到 


等 式 (2)。 供 这 标的 炉 代 [网 3 31 公式 (1)] 站 站 为 将 导数 2 2 2 


5 分 别 换 成 导数 208， < 和 二 6, 也 就 是 把 各 个 导数 F 上 两 个 字 丹 名 
辣 丰 丘 关 因 间 9 央 此 , 如 果 等 式 MYM= coy 和 如 下 的 一 组 等 式 等 价 ; 
. Lgqiqgj=0, Lpipr!=0, [gipn]= eo 

(2, FE= 1 1)) z (3) 

则 等 式 (2) 便 等 价 于 等 式 组 ， 
Lgqigrj* =0, Lpiprj* =0, Laqipe)” = 6 6i, 
(Lk= ,+ 1), (4) 

其 中 * 号 麦 示 在 拉 恪 郭 日 揪 弧 中 须 作 如 上 所 述 的 导数 标 换 。 而 这 样 一 来 , 拉 
属 项 日 括 约 就 变 成 了 泊 松 括 弧 。 事 实 上 ， 


中 我 们 在 这 里 利用 了 以 下 的 规划 ; 十 放 的 放生 障 
按 相 反 顺 序 相 汪 :ABC)-1=C-18-14-1。 此 外 ， 


72=( £ (5 一 区 =( QO 
E 0 ) E 0 = 0 -E ) 
即 和 矩阵 一 .等 于 21 阶 单 位 和 矩 障 。 由 此 即 得 J-1= 一 J 


《 申 书 这 里 有 现 , 译文 已 作 更 止 。 一 一 改 考 注 ) 
® ~ 导 仍 然 贸 人 在 工 价 。 
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入 
- 8, 230; 3D: 9360. Vl* 
I 9; 98; 28 )| 


j=1 98i dg dod; odr 


GG: G0k 99; 2 ) 
一 (idk) 
jl 3 dp; dp; 99j didk. 


其 由 (i 针 ) 力 是 画 数 入 和 负 关于 独立 变量 gb pb … gw pn 的 泊 松 括 弧 。 完 
全 类 似 地 有 : 
[Di bid = ($V Di), Lo Prd” = (Gi DP.). 
内政, 模 骨 了 得 松 括 股 可 坟 以 将 变换 的 正则 性 :条 条 件 (4) 写 成 如 下 形式 ; 
: (Gidr) =0, (PD) =0 (dDr) = 6 
(2 ES=1, ,1). , (5) 

现在 米 海 综 依 局 填 量 db pi;(i = 二 1 …,1) 各 +t 的 二 区 数 5 和光。 将 这 两 
个 烦 数 中 的 qi, pi (i=1,…, 1n) 借 逆 正则 变换 通过 Gx = 1 …, nn) 来 类 
站， 央 人 二 交 数 便 可 以 轩 作 变量 i Px Ch= 上 …, 1) 的 多 数 。 我 倍 以 (py ) 和 
《pyY 六 分 别 表 示 丽 数 p,y 关于 变量 qi, pi 和 六 荐 的 滑 松 括 弧 。 

现在 来 证 明 如 下 的 恒等式 成 立 : 


(gy)=ce(yy). (6) 
这 个 恒等式 的 证 明 有 笑 于 滥 名 的 复合 需 数 组 牙科 毕 行 列 式 
3(pY) 总 2 2G G4) 9(9,y) Be Be) ] 
(gs pi) La309b Gr) 34; pI) 9(Bi, Br) 9(gj, pi) 


多 可 z 
十 > 9 (8, y). 风 ) 9g Bs) 出 (3=1， 1). 
RE Oli Br) 39097 pi) 


将 这 些 恒 等 式 乏 项 相 加 即 得 : 
py) ai 人 
(gy) >， es Gi ) (Gi8 k) 十 3 -一 二 全 iD gi) |+ 


7 = 1 9 (Pi 
+ <b 


S -kg 岁 ) (gs 
+ 之 a(fi, Dr CPD) 
根据 等 式 (5), 由 此 使 有 : 


(gy) eS RR =c(py)”. (7) 
jel di Di ) 


§ 32. 正则 变换 下 泊 松 括 驱 的 不 变性 10| 


相反 的 葵 断 也 是 正确 的 。 如 果 对 于 任意 的 两 个 醒 数 p 和 y 在 同一 个 当 
数 c0 之 下, 恒等式 (7) 定 满足 , 则 由 22 个 变量 qi, pi 到 2 个 变量 和 ;, B51 的 
变换 是 。 价 正则 变换 @ 。 
对 于 单价 正则 变换 , e= 了 因 之 
(gy )= (py)~. " 
换 凶 话 襄 , 对 于 单价 正则 变换 浪 松 括 弧 是 不 变 的 。 单 价 正 划 变换 的 这 个 性 
质 是 这 类 变换 有 别 于 要 空间 中 一 切 可 能 变换 的 标志 。 


Q@ 事实 上 , 由 等 式 (7) 便 有 
(9i95) = e999e)~=0, (pipr)= epipr)~=0, 
(DDE) =C PE) ~ = cix. 


第 五 章 “ 采 统 的 平衡 稳定 性 
及 其 运动 稳定 性 


8 33， 关 于 平衡 位 置 稳定 性 的 拉 格 朗 日 定理 

我 们 从 稳定 下 衡 位 置 的 定义 开始 。 

首先 回忆 一 下 什么 是 系统 的 侍 衡 位 中 0。 如 果 在 初生 时 刘 , 系 
统 以 等 于 笼 的 速度 处 于 革 位 置 , 而 后 永远 停 贸 在读 位 置 上 , 则 这 
位 咱 称 为 系统 的 平衡 位 置 。 

设 客 整 系统 的 位 置 由 独立 坐标 g1…, 9 人 2 是 系统 的 自由 度 ) 
来 确定 。 如 $5 中 所 述 ， 在 于 衡 位 置 ( 且 仪 在 此 位 置 ) 所 有 广义 力 
为 需 : ;二 0(2 二 1，…, 2 多 ,无 捐 十 时 论 的 一 般 性 , 可 以 认为 系统 的 
平衡 位 置 在 坐标 原点 9 一 … 一 qn 一 0。 寺 是 , 系统 在 任何 其 SO = 者 
的 坐标 q1…, gn 便 表示 出 这 个 位 置 离 开平 衡 位 置 的 偏差 ， 而 
人 航标 本 身 也 就 称 为 系 芒 的 仿 差 。 

苦 在 足够 小 的 初始 俩 差 中 和 是 够 小 的 初始 速度 9 (i =1， 

n) 之 下 ， 条 移 在 整个 运动 时 间 里 不 胡 册 本 衡 位 加 的 某 一 ( 俏 先 答 定 
的 ! ) 任 意 小 邻 域 的 边界 , 并 有 任意 小 的 速度 9iG= 1 ma)， 则 平 
衡 位 置 % 二 … = qa=0 (或 下 衡 状态 qt=…=qn=0,91=… =Gn= 
= 0) 称 为 格 定 平衡 位 置 , 即 在 稳定 平衡 位 置 上 , 对 十 任何 s>0, 可 


ae En | 


指出 3 二 8) 过 0, 当 在 个 时 鹿 4 一 名 


il 


DD 见 $4, 

®@ ”车厂 义 力 3 不仅 和 化 标 9k 有 尖 ， 用 及 也 和 广义 速度 dp (= 二-…., mn) 有 关 
时 ， 虽 当 笠 衡 信 是 的 望 标 代 杞 4 中 的 涓 标 9kx、 辐 时 命 其 中 移 广 义 泪 度 为 腹 时 ， 等 式 
Qi 二 0 成 并 。 
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[qe 1, 1@ |< G=1,.,n) (1) 
it <s, DI (2%=1,.*,%) (2) 
对 于 一 切 1>to 成 立 。 
在 2n 外 状态 宏 间 *(gqi, di) 里 很 
便 十 对 不 等 式 (1) 和 (2) 作 儿 何 学 的 
解释 。 图 41 上 (对 十 %==1 的 情况 ) 
划 册 了 了 (9 9) 平面 上 坐标 原点 0 的 
两 个 邻 域 ， 蕊 全 分 入 而 诺 二 个 汪 式 
(1) 和 (2)。 存 原点 0 是 稳定 平衡 状 
态 ， 则 对 二 给 定 的 s>0， 当 适当 地 
迹 取 3 二 0 了 肘 ， 于 上 时刻 加 从 以 0 为 
中 心 、26 为 边 长 的 正方 块 内 开始 的 ， 图 4 
任何 运动 将 永远 保留 在 以 O 为 中 心 .28 为 边 长 的 下 方块 内 。 
例题 1， 重 球 沿 位 于 铃 直 平 耐 内 的 贺 形 烩 图 运动 。 比 时 有 两 个 站 衔 位 
此: 输 图 的 二 人 名 点 和 最 蜗 反 。 其 中 第 一 个 是 稳定 平衡 位 置 ， 第 一 个 是 不 稳 完 
的 平衡 位 置 。 
， 钱 性 拔 了 于。 平衡 位 省 是 稳定 的 。 事 实 上 , 对 于 线性 振子 ， 了 = 到 ma 人 


[I = Lop md ?0), 且 其 运动 微分 方 袜 mi-+cq=0 有 通 解 


0 一 = gocoso(t— 10) + sino(t —t0) (2 = 过 ) 
因此 , 对 于 答 定 的 例如 取 , 5 一 min( 艺 ， 空 ) 时 , 只 要 |g | <5, | 名 1 <3， 就 
本 
工 ，， . ， 
lai)|<|lgo | 十 过 |g| <e db)I<olao| + 1% |<e. 
$5， 友 时 为 加 科 质 点 在 下 壕 二 力作 用 下 党 2 聘 的 运动 : 世 仿 郑 成 正比 的 
痰 怒放 二 67 和-j 束 麻 一 次 万 成 正比 的 介质 阻力 一 2f2(c 之 [三 00。、 


* 状态 空间 是 指 空间 (gi, 60): 相 誉 间 是 指 空 间 (9t p?)。 ~- 一带 者 法 


mr 
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点 z=0 是 稳定 平衡 位 置 。 我 亿 光 看 小 阻力 柔 数 的 情况 : 0< 一 me。 
在 玫 请 况 政 , 运动 微分 方 科 mx 十 2fx 十 cxw=0 有 如下 的 通 解 : 


了 ,Fr 
-u(t Loe) y i , ' - d 
人 二 Cicostt—to)+C2sine (to—to) 


其 中 d=V me 及，(4=z0，(= 广 (jo 上 六) 
Hi 雍 可 知 ; 对 于 任 全 nf 什 ) 攻 有 

oF elo trol<(L1+4) la lt lol<e 
和 

1a (Lt 于 jlcdl+lc)< 


三 生 (1 +) ro + (+ T)liol<s, 
只 要 |zo|1 一 5，lzo | 一 5， 其 中 可 以 取 


6 一 min| BE dE ,| 
二 2 [* 
Sm ~ 2d + 二) 


若 f 宇 MV me, 出 运动 微分 方程 mi 十 2fz+cz=0 的 通 解 有 如 下 形式 : 
- r=06 tt) FO0,e- "t-te), 


其 中 


ftv fi—me — me vo to 十 六 
,ftV mo C1 = ~ 9 2 


v1 on 十 你 
Ca = 一 一 0 


VIVE 
申 此 可 知 , 对 于 任何 t 值 , 都 有 
a eo + < tr r+2 lz firo ltmlso | 
la | V Fim 


入 
1Z(t)| vi 10 | 十 ze EE 


La, | 


_clzo I' + fzo | 


Vme 


一， 
只 要 |zo | 天 5，| 和 [| 一 5， 其 中 


;=min( me 一 mcs ,Ym 一 各 Cr ,VP Ye) : 


er —. 
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ee 


在 例 呈 和 例 3 中 ， 硅 衡 位 疙 的 稳定 性 是 利用 对 系统 运动 微分 
方程 进行 积分 而 得 到 的 有 限 方 程 来 确定 的 。 这 些 有 限 运 动 方程 向 
我 们 提供 了 俩 差 9; 和 广义 速度 gq; 与 时 间 1 和 初始 数据 gi ,qi (2 二 
一 1 …52) 之 间 的 关系 。 但 是 , 在 较 复 杂 的 (特别 是 非 线 性 的 ) 闫 题 
中 , 更 俏 定 着 研究 这 些 有 限 运 动 方程 是 极为 困难 的 。 因 此 , 那些 无 
需 事 先 对 系统 的 运动 微分 方程 进行 积分 ， 就 能 币 定 平衡 位 置 的 称 
定性 的 准 期 是 很 有 价值 的 。 

托 里 拆 利 星 在 1644 年 就 已 名 知道 ， 在 重力 作用 下 的 物体 对 
统 , 当 其 重心 处 于 可 能 的 最 低位 置 时 , 系 葬 擂 在 位 填 是 稳定 的 。 拉 
格 其 日 将 托 里 拆 利 的 这 一 原理 推 放 到 任意 的 有 势力 情况 ， 并 建立 
本 保守 系统 平衡 位 前 称 定 性 的 堆 划 如 下 : 

拉 格 朗 日 定理 。 如 染 在 其 一 位 置 ， 保 守 系 统 的 势能 有 严格 
极 小 值 , 则 此 位 置 是 系统 的 稳定 平衡 位 置 。 

有 证明， 无 损 主 一 般 性 , 可 以 认为 在 上 所 讨论 的 位 昨 上 , 全 体 坐 标 
qr 和 势能 Ti(gi，…， qn) 独 等 十 需 ， 即 qi 二 … 王 qn 二 0， 
IEL(0 0)=0@。 因 为 在 给 定 的 系统 位 置 上 ， 画 数 L 有 极 小 值 ， 
故 在 此 位 置 广义 力 等 于 需 : 


;= 一 却 一 一 4 (一 十， … 1%), 


| 草 品 d1 一 二 qn 二 0 是 系统 的 平衡 位 置 。 共 次 ， 由 如 《人 ”9 0) 一 人 
是 严格 极 小 值 可 知 , 在 平衡 位 年 的 某 一 人 A 邻 域 
lq <A (t=1,.…,%) (3) 

内 , 只 要 所 有 坐标 9 不 同时 为 需 , 鸭 有 严格 的 不 等 式 : 

申 ” 在 拉 格 朗 日 的 “分 析 力 学 “1783 年 第 一 版 ) 一 书 中 有 此 定理 ， 但 定理 的 严格 
证 明 最 先是 由 勒 囊 ， 狄 利 忒 里 答 出 的 。 因 此 , 常常 将 这 个 定理 碎 为 勒 囊 ， 狄 利 区 里 定 
理 。 z 

@ ”势能 是 的 确定 欠 问 精确 到 任意 可 加 常数 。. 返 当 海 择 这 个 常数 ， 就 末 以 使 有 
在 平衡 位 区 等 本 零 。 


10 第 五 音 条 条 统 沪 | 全 : 街 称 定性 欠 其 运动 稳定 性 
ll (qi,……, gn)>11(0,.…,0)=0 (4) 
ee 


写 出 总 能 量 表达 式 如 下 : 
El\gi, “dn 91) 机 0 小 一 全 十 1 一 


] i , 
= > din (1 ‘7 nD gidp + TI (gi,**, qn). (3) 


”了 一 
根据 不 六 式 (和 以 及 当 广 义 速度 qi 不 全 为 需 上 时 便 有 人?>0 和 可 
以 断定 , 在 满足 不 黎 式 (3) 的 条 件 下 , 只 要 所 有 的 2 个 量 qi 9giG= 
一 1 9 不 同时 为 震 , 总 有 
B>0, 
如 往 3% 维 状 态 空 骨 的 坐标 原点 0, 其 值 为 省 的 总 能 量 J(gq; 9i;) 在 
该 只 有 严格 极 小 佳 ( 等 于 零 )。 - 
在 0 与 人 之 间 任 取 一 数 8:0 二 se 二 人 AA, 我们 来 看 在 按 不 等 式 
qi ' <8, | 人 < (=1,..,%) (6) 
所 确定 的 。 邻 域 的 边界 上 总 施 量 h 的 值 (图 42)。 由 于 此 边界 为 
大 > 广 * 一 于 的 点 集 ， 故 连 禹 图 数 疡 必 在 此 边界 上 达到 
自己 的 极 小 值 态 。 双 因为 在 s 邻 域 的 边界 上 ， 
所 有 如 值 都 是 正 的 ， 所 以 极 小 值 2” 也 是 正 的 。 
因此 , 在 s 邻 域 的 边界 上 
fj>L*>0. (7) 
为 外 ， 猎 然 连 种 画 数 如 在 坐 祭 原点 0 的 值 
图 人 4， ”为 等 ， 则 必 有 点 0 的 一 个 8 邻 域 存在 各， 使 在 此 
邻 域内 


@@” 如 果 在 化 标 空间 原点 O 的 A 领 域内 无 奇 点 , 则 这 个 渝 断 是 正确 的 ( 见 第 40 页 
的 脚注 )。 设 点 O( 琅 数 遇 在 其 上 珠 极 小 管 ) 不 是 奇 点 。 办 而 器 碟 的 某 一 Ao 邻 域 将 不 
包含 奇 点 。 我 们 取 A 过 ho。 z : 

”由 十 在 5 邻 域 内 不 等 式 (8) 成 立 ,所 以 5<E。 


$38， 关 填 盏 据 位 省 稳定 性 的 拉 格 银 卓 定理 167 
BR . (8) 
因此 ， 如 东 初 奸 台 仁和 包 始 速度 湖 息 不 辣 式 (1), 则 初始 能 量 6 二 
一 hp*。 但 当 保 守 系 统 运动 时 其 总 能 量 你 持 初 值 Bo 不 变 ， 放 在 整 
个 运动 时 间 里 如 二 B*. 这 表明 , 当 系 统 运动 时 , 状态 空间 中 表示 这 
一 运动 的 所 不 可 能 达到 s 邻 域 的 边 施 (因为 在 岂 分 二 妃 >> 玉 )， 而 
永远 位 于 此 邻 域 之 内 。 
定理 证 毕 。 
对 上 述 定 理 我 们 有 如 下 的 两 个 附注 ; 
注 1. 对 于 那 种 在 保守 和 柔 统 上 附加 以 授 转 仪 力 和 耗 获 力 而 得 到 的 非 保 守 


We 


采 委 , 拉 格 朗 日 定理 仍然 是 正确 的 。 因 为 好 炉 仪 力 并 不 破坏 总 能 车 守 恒定 律 
( 昂 $8) 办 此, 当 有 通 连 仪 力 存 在 时 ， 定 理 的 全 部 证 明 无 需 改变 仍然 有 效 。 
至 于 耗 散 力 的 情况 , 基因 为 邓 秒 于 运动 时 总 能 景 卫 =T 了 十 卫 不 断 减少 , 故 在 运 
动 过 程 中 等 式 五 =E。 将 被 不 等 式 五 万 B。 所 代 亲 。 但 由 此 也 可 以 断定, 只 要 
Fo 二 EB*， 央 在 整个 运动 过 程 中 仍 将 且 达 BY。 因 之 , 在 紫 稍 加 修改 , 定理 的 
nn 效 。 
， 保 守 柔 吉 的 平衡 位 置 在 以 下 情 如 也 是 稳定 的 : 势能 工 存 此 位 签 有 
严格 极 小 他， 但 在 平衡 位 置 的 任何 邻 域 内; 者 有 包含 平衡 位 置 于 其 内 的 
封 姥 j 趣 曲面 
flqi;***, gn)=0 (9) 
存在 , 使 竺 势能 在 其 上 的 值 严格 地 大 于 了 在 平衡 位 讶 的 值 。 
事实 上 ,车 仍然 假设 在 于 衡 位 证 j= … 二 9, 三 0,1(0,*…,0)==0。 此 外 ， 
还 假设 超 曲 面 方 程 (9) 是 这 样 取 的 : 位 于 此 闲 曲 面 内 的 点 满足 不 签 式 
| ja dn)>0. (10) 
于 是 ,不 等 式 (10) 和 不 等 式 
[os|<ep 〔(0 一 cp-<e; 天 一 下 9) (11) 
一 起 在 2% 维 状 态 空 疝 中 确定 了 一 个 位 于 e 邻 域 (6) 之 内 的 区 域 G (有益 “ 超 
杜 体 ”)。 在 区 域 G 的 边 异 上 ,或 是 f= 代 此 时 >>0,7T 宇 0)， 或 是 在 基 一 个 
之 下 等 式 [gx| = ex 成 立 (此 时 和 >0, I 宇 0)。 因 此 , 严格 不 锋 式 如 =T 二 I>>0 
在 区 域 G 的 边界 上 永远 被 满足 。 


在 所 村 谓 的 井 况 下 醒 数 五 在 E 邻 域 (6) 的 边 押 上 的 极 小 佰 可 能 等 于 雾 。 

于 时 在 拉 格 戎 日 定理 的 证 明 中 , 之 将 & 令 域 换 成 位 于 其 内 的 区 域 G。 在 区 域 

， GG 的 边界 上 下， 总 眩 量 的 极 小 从 EY>>0。 

一 《 一 | ”证 肖 的 其 余部 分 无 需 改 变 。 : 

当 nn 二 1 时 , 圭 装 想 曲 面 (9) 进 化 为 
4 各 下 原 点 两 侧 的 两 个 点 所 租 成 的 俱 
合 , 而 区 域 各 则 退 化 为 位 于 点 O 的 上 邻 

4 域 记 的 二 方形 (图 43)。 

当 有 系统 上 还 作用 有 迎 转 仅 力 和 耗 
彼 力 时 ， 六 2 所 述 一 切 仍 然 有 效 5 吕 人 往 
1)。 

如 果 上 页 数 上 在 9 月 牛 稀 位 痪 的 某 
图 43. 条 过 往 则 烧 上 外 处 有 极 小 入 = 0， 央 

这 个 平衡 位 首 可 能 是 不 稳定 的 。 基 有 妇 下 势能 的 自由 质 战 就 是 这 利 履 竟 的 一 

个 例子 : 势能 国 数 不 旬 含 莫 一 个 坐标 , 例如 Zz 即 11=ICnp s)， 同 时 H(0, 0) = 

一 0 当 人 只 十 2 全 0 时 , 10 2) 二 0。 在 这 个 例子 中 ， 极 小 依 上 二 满 了 > 辆 ,JIE 

时 平衡 位 昨 z=%=2= 0 是 不 稳定 的 ， 因 为 当 党 朝方 向 给 质点 无 葵 甸 人 么 小 

的 初速 度 时 , 质点 都 将 治 > 朝 作 等 速 运动 。 

各 163 页 上 的 例 1 和 和 例 2 所 计 痊 的 是 你 守 桑 移 , 面 在 例 3( 第 14163 页 ) 中 ， 

质点 上 作 几 有 耗 获 力 。 在 例 1 中 翰 才 的 和 最低 点 和 例 2.3 中 的 z=0 处 ， 势 能 

都 县 有 严格 的 航 小 俱 。 基 此 这 些 平 衡 位 要 是 稳定 的 。 


Ll = 4 1 i : 了 下 . [ 于 工 六 有 
例 业 芝 能 Jsi 二 [种 太 党 义工 ( 几 二 困 的 二 起 册 庆 保守 每 索 根 


re Ne 


据 洗 D 可 天 [， g=0 是 稳定 的 平衡 位 医 。 


3 34. 平衡 位 置 不 稳定 准则 ，。 李 亚 普 诺 夫 和 
契 塔 也 夫 定 理 


早 在 1892 年 , 李 亚 沸 诸 兴 就 舍 在 其 落 名 的 学 位 论文 “关于 运动 稳定 性 的 
一 般 阅 题 ” 中 提出 了 关于 拉 格 委 日 定理 的 道 间 题 。 这 个 问题 直到 今天 还 没有 
完全 解决 。 李 亚 普 庄 夫 的 两 个 定理 和 契 塔 也 赤 的 定 理 部 分 地 解决 了 这 一 因 
题 。 在 这 些 定理 中 , 对 平衡 位 置 的 不 稳定 性 奎 立 了 若干 庆 分 条 件 。 

我 们 仍然 假说 在 于 衡 位 加 qi = = 和 = 由 1(b… 0)=0。 现 在 将 热能 


$34. 平衡 位 禾 不 稳定 准则 ， 李 亚 普 几 天 各 器 塔 也 开 定 理 169 


er 1 ee 一 war or EE i me 


控 坐 标 之 具 ( 信 其 ”) 展 成 科 数 : 
l= qt， qi 十 于 KOIT 9，) 十 
LI (qs qi 天 小 7 2 |]， (1) 
关中 ll,C qi ”3 gn) 古 kk 次 许 次 副 数 (== nm, 和 十 二 上 由 于 在 竺 衡 位 讶 处 全 
olt . 
体 (2) = 也 改 实际 出 现在 展开 式 中 的 最 低 次 项 的 欢 数 m>2。 
李 亚 普 读 夫 定理 1 如 果 保 守 条 科 的 势能 本 gi, … qs) 按 其 展开 式 (CD 
让 日 Db om es a = _1 > J 大 从 本 
延明 ， 立 蔓 能 表达 式 T= 地 这 ,qrdid#k 的 科 数 qir (qo … 9n) 按 坐标 
1 E=1i 


之 其 展 成 级 数 , 并 以 ad 表示 自 由 项 [部 而 数 gaikr(gb 9 9) 在 @ 一 … 一 一 0 


之 但]。 村 是 ， 当 分 | T= 十 5 AY.qidr HB， 俩 有 


玫 : k= 1 
T=7, 十 ( + ),， 11=1s+(* ); 
这 里 及 以 后 , 凡 ( * ) 都 卖 示 就 坐标 和 速度 而 痛 , 那些 比 访 式 中 (*) 号 之 前 的 各 
项 较 高 阶 小 的 腹 项 之 和 。 因 为 7 是 常 系数 正定 二 次 弄 ， 政 可 用 变量 的 非 奇 
异 线性 变换 同时 将 两 个 二 次 型 7 和 II 化 为 下 方 和 。 在 产 变 量 抽 ，…, 09% 之 
下 ,了 和 和 1 的 展开 式 取 如 于 形 开 四 : 


+e) ott) (2) 


出 于 二 次 弄 I, 要 肥 到 某 紫 鱼 值 , 故 至 少 有 一 个 XU， 
在 9 坐标 中 , 拉 格 期 日 方程 有 如 下 形式 : 
Or= —ApOk+(*) (k= 1, ,1%). (3) 
我 们 来 浪 察 如 下 的 辅助 二 次 弄 : 


V= -Cd 全 )0 十 &(T 一 Xb)bx6z 二 
“ = 


+ 人 (1 十 Me 十 点 ;)82 | (4) 


QD 即 m=2, 而 且 1z 是 圾 入 值 的 二 次 型 (也 可 以 是 非 止 的 )。 
电 坐标 2 2 称 为 简 正 光标 或 主人 誉 标 。 在 841 将 更 仔 其 地 讨论 ' 世 们 。 


前 
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当 和 3B0 时 , 式 中 的 上 = 二 当 和 二 0 时, E41 二 一 = 4)) 而 数 之 
>0. 
根据 方程 (3) 和 等 式 (4) 不 难 脸 证 , 在 柔 类 运动 过 程 中 

A eri a Denet)e 0) )| (DH) 


b=1 
无 损 于 寻 芥 的 一 般 性 ， 我 们 将 认为 *1 二 0， 且 Xi 是 负 Xx 中 最 大 的 那 一 
个 。 正 数 ”是 这 样 选 的 : 它 间 时 注 足 不 等 式 


7 1 
Ni 十 二 二 0， Xi 十 入 1 + >0. (6) 
由 第 一 个 不 等 式 可 以 断定 , 等 式 (5) 右 端的 和 式 是 正定 二 次 型 。 因 之 , 当 
-9k 和 04( 按 多 对 值 ) 充 分 小 时 : : 
lox| =a, [0x| <A (k=1,.,n), (7) 
笑 式 (5) 的 右 端 将 永远 是 正 的 , 部 


dad,. 
7(e riy )>0, 


. 或 


出 此 人 和合 有 
erV>e Te 
VY>Voertt" Fe) (8B) 
_ 假 让 除 01 而 外 ， 所 有 的 OX, 6 (一 2 7 全 各 为 索 ， 而 且 09 的 模 小 于 - 


4。 于 是 ， 由 等 式 (4) 和 (6) 中 第 二 个 不 等 式 俩 有 了 ,>>0。 而 这 正 才 明 ， 无 和 
1991 多 么 小 ,运动 都 必 将 越 出 邻 域 (7) 的 界限 ， 因 为 在 相反 的 情况 下 ， 由 不 等 
式 (8) 便 有 limy = co 但 二 次 型 了 在 邻 域 (7) 中 却 是 有 界 的。 


定理 证 些 。 

当 展 开 式 (车 中 m>>2 时 ， 可 应 诈 以 下 两 个 先 理 ; 我 们 在 此 只 引入 这 些 定 
理 而 不 子 证 明 ®D 。 

李 亚 普 诗 夫 定理 1， 营 保 守 采 入 的 势能 开 由 其 展开 式 (1) 的 最 低 次 项 

中 ” 滤 者 可 在 下 列 各 书 中 找到 这 些 定理 的 证 上 明 : ,larnyH08 A.M., 06maa 3a&na- 
9a 200 YCTOHHHBOCTH ABHMNERHA, 1935, § 16 和 和 25; UeTaeB H.l1'.,, Yeroiun- 
BOCYS ABHEEHRH, 1950, $ 17; AIaoRKHSH H.T., Teopag yoeroNnnocTrH ABHAECHHA, 


1952，$ 二 和 17?。( 后 其 本 均 有 中 译本 。-- 一 课 省 ) 
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I gi, ** 人 (m2) 就 可 以 断定 它 在 4 1 = 一 =n 二 0 时 有 严格 极 大 值 ®， 
天 位 置 gq g1 一 … “二 qn 三 中 大 E 有 对 率 上 乓 不 称 刁 平衡 位 趾 。 


泥 堪 也 夫 定 理 . 车 保守 对 统 的 势能 是 侩 关 ol 的 齐 次 前 数 , 曾 
且 在 对 衡 位 置 g: = 三 和 一 0 处 无 极 小 \, 信 ,有 It 酝 衔 你 喷 不 稳定 。 
例题 1， 家 工 = A4(1 一 cosmq9);n==1。 区 数 芽 在 点 das = 处 有 严格 税 


修 信 ,而 在 点 qzg-1= 5 一 = 和 处 有 严格 极 大 值 作 = 0 土 1， 士 2 …) 同 时 , 要 


大 低 的 箔 况 , 可 按 偶 差 之 甘 的 展开 并 
2 
[= 一 可 (9@ 一 gt-10)2 十 … 
由 最 供 次 项 断定 。 于 是 ， 根据 拉 格 庆 日 定理 和 李 亚 草 诸 天 定理 ， 点 gzk 对 应 
于 稳定 牛 衡 位 可, 而 点 gz-1 则 对 应 于 不 稳定 的 下 得 位 置 。 
2. 1 = Aqgi*: ‘qnoh 执 霹 了 世 夫 起 理 订 舌 有 位 车 [a dil 二"*" 二 dn 0 是 不 稳定 的 
不 衙 位 习 。 


$ 35， 和 平衡 位 置 的 渐 近 稳定 性 ， 耗 散 系统 
更 在 来 中 人 关于 平衡 位 转 新 近 稳 定性 的 和 概念。 我们 将 如 下 的 
秘 定 平衡 亿 租 称 之 为 断 近 秘 定 的 平衡 位 置 : 疹 在 此 位 置 , 当初 始 仿 
东 和 彻 贻 速度 的 经 对 值 无 分 小 时 ， 所 有 的 偏差 和 速度 均 随 时 间 1 
的 天 限 增长 而 欧 于 党 , 即 存在 一 个 数 和 o>0, 使得 当 不 等 式 
01 一 ao 118 (=1, 0%) (1) 
limgi(t)=0, limgi(#)= 
=0 (t=1,.……,%). (1) 
从 几何 意义 上 来 看 (图 44), 这 就 意味 着 。 直人 
在 状态 空间 (gi, 4$) 中 , 自 做 标 不 点 0 的 图 和. 
和 邻 域内 开始 的 所 有 开 道 ， 当 to2 时 ,都 将 渐 迁 地 逼近 O 点 。 


也 就 是 说 ， 在 坐标 太 点 的 某 一 邻 城内 (除去 原点 本 身 ) 恒 有 ll (qi1,* “071) < 
。 这 只 有 当 信 为 偶数 时 才 有 可 能 。 
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ele 


入 163 页 芋 所 讨论 的 例题 1,2,3， 仅 例 3 中 的 稳定 平衡 位 汪 起源 按 
十 的 。 
我 们 来 寺前 在 有 势力 一 了 -和 非 有 势力 @:(i=1，…,) 作 用 下 


的 不知 示 村 并 县 抽 捅 让 1 站 有 势力 4 都 不 明 : 地 依赖 于 时 模 : 

lI=II(g;), Q;= Qi(qp, G8) (ts=1, “1 ). (2) 

在 这 种 情况 下 , 时间 + 不 明显 地 出现 在 拉 格 朗 日 方程 中 , 它 可 
写成 已 就 广义 加 速 讼 解 了 出 来 的 形式 ( 见 $7, 第 条 真 ): 


qi= Gi(qk, Gx) (2Z=1,0,nN), (3) 
在 所 讨论 的 情况 个 , 平稳 和 东 统 的 总 能 量 有 也 不 外 含 时 间 : 
B= Bb( gr dp). (4) 
计算 它 在 系统 运动 时 对 时 间 的 全 导数 , 便 得 到 : 
a ‘ 9 0 yy | : 
一 SM $0:)= BE (qdp, dn). (5) 


因此 ,在 状态 空间 (gx, G4) 的 每 一 点 ,- 不 仅 总 能 量 , 而 且 还 有 总 
能 量 对 时 间 的 全 导数 都 有 确定 的 值 。 

若 Qi(i 二 1…,n) 是 耗 散 力 ( 见 $ 8), 则 系 葬 运动 过 十 程 中 9 < 
<0, 即 画 数 妈 (qu Gx) 在 状态 空间 中 所 讨论 的 区 域内 只 取 非 正 值 。 

在 定 耗 散 系 统 ( 见 $8) 情况 下 ®, 除 平衡 状态 而 外 的 任何 运动 
中 , 除去 所 有 4;=0 的 那些 时 列 , 恒 有 


人 =E (gy gg) <0 (6)。 


对 这 种 系 团 ， 有 如 下 的 
渐 近 稳定 性 定理 ， 若 不 稳定 示 散 系 太 的 势能 在 其 隐 立 平衡 位 
DD 原 书 此 绒 以 及 对 湖 近 稳定 性 定理 的 表述 和 证 明 都 有 鱼 禹 。 作 考 在 稚 苏 联 
2]IpHKITarHaX AIaTme MWTHKA H Mexagata”? 认 丰 放 冲 光 的 一 蔷 信 人 咏 Hpari, MaTcM， 
nH MexaH.，1]. XXY1, BRA. 2, 1962, 3 页) 中 对 此 作 了 改正 。 乔 文 (第 17? 一 173 磋 ) 按 
此 信 作 了 相应 前 更 正 。 一 一 钢 老 沸 
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2 EL EL 一 后 凡 一 一 一 LT。 一 


辕 ( 即 其 个 域内 无 其 它 平 衡 位 置 ) 有 严格 极 小 值 ， 则 此 平衡 位 置 是 
浙 近 稳定 的 。 z | 
证 明 ， 按 拉 格 衣 日 定理 的 注 1， 所 和 给 平衡 位 置 是 稳定 的 。 因 
之 , 在 状态 空间 中 , 始点 充分 靠近 原点 的 一 切 运动 都 将 不 越 出 原点 
的 茶 一 秆 域 。 按 定理 的 条 件 ， 在 原点 某 饭 域内 蜡 于 原点 的 一 切 点 
上 , 东 纸 的 能 量 
E>0. (7) 
上 肝 系 和 统 的 定 酝 必 性 有 EF <0, (8) 
旧 “ 一” 仅 在 所 有 ==0 的 那些 点 的 集合 政 上 成 立 。 于 是 ， 由 微分 
方程 解 对 初 值 的 这 积 依 环 性 知 ， 在 无 分 小 的 1q9i:1|，14i| 之 下 ， 所 有 
和 松 分 曲线 (运动 ) 将 渐 近 地 趋 近 于 包含 在 弄 内 的 最 大 不 变 集合 @9。 
在 所 湖 守 的 情况 下 ， 集合 工具 可 能 由 平衡 状态 本 成 , 因为 它们 是 至 
内 仅 有 的 不 变 集合 (包含 在 开 内 的 运动 )。 在 平衡 位 置 为 孤立 的 情 
形 , 集合 全 仅 由 此 平衡 状态 的 一 点 构成 。 定 理 得 证 @。 


存 第 164 芮 上 的 例 3 中 ， = 二 ma22 十 本 cz2， 人 一 六 二 ez (十 


十 CZ) 三 一 2 天生 0 因 太 0) 收 系 统 是 完 耗 直 的 , 不 衡 位 冒 是 浙 近 稳 完 的 。 
关于 平 秘 定 耗 敬 系统 在 共 靳 近 稳 定 平衡 位 填 邻 域内 的 运动 ， 
将 在 46 中 研究 。 
-上面 所 证 遇 的 定理 , 是 拉 格 庆 日 定理 在 栓 散 系统 上 的 应 用 ， 李 
亚 普 诺 夫 和信 以 更 一 般 的 形式 建 志 了 这 一 定理 。 
村 亚 普 谨 夫 发 现 , 在 拉 格 朗 日 定理 ( 渐 近 稳定 定性 定理 ) 的 证 明 


四 ”微分 方程 组 z= 天 (x) (矢量 形式 ) 的 解 x = fxo,t) 构成 一 个 以 t 为 参数 的 
举 间 变换 群 。 泊 集会 7 了 在 群 的 所 有 变换 下 变 到 白 身 ， 即 f(T, 1) = 四 ( -co<t 一 coh， 
期 称 人 为 对 群 (xo， 上 的 不 变 和 集合。 对 于 固定 的 zo， 图 数 了 (x0,t) 称 之 为 运动 ;点 集 
{f(zo, 了 一 co<t<co 称 之 为 这 一 运动 的 轨道 。 显 然 , 不 变 集合 只 能 由 整 条 斩 道 构 
成 。 这 种 融 道 有 三 个 主要 的 拓 朴 类 型 : 点 、 简 单 阴 曲 各 和 开 区 偶 相 互 一 意 的 连结 映 象 。 
它们 分 别 对 刁 寺 于 入 位 加 、 周 期 运动 和 非 刚 期 汉 动 。 一 一 课 者 壕 

国 33 末 所 作 之 注 3 对 此 定理 仍然 有 效 。 
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中 ， 可 以 将 能 量 所 换 成 有 连 线 一 阶 偏 导数 的 任何 连锁 丽 数 (gp; 
0)， 这 醒 数 在 平衡 状态 有 严格 被 小 值 ， 而 旦 在 系统 任何 运动 中 不 
增 大 (严格 韦 央 )。 而 还 项 的 其 全 部 分 依旧 不 变 。 


ha Se he a Tp TY 


今 按 运 动 方程 (3) 来 计算 画 数 对 时 间 的 导数 : 


了 了/ - 工 亚 9; tag tg jn) | V' (qr, 9g). (9) 


由 上 式 可 以 断定 , 两 数 六 在 状态 空间 华 标 原点 0 为 适 , 这 是 因为 O 
点 与 平衡 状态 相对 应 ， 而 在 平衡 状态 处 所 有 的 4;=0, 所 有 的 全 = 


一 Gi 二 0。 帮 画 数 在任 们 运动 中 都 不 增 大 ， 划一 一 挛 (gw Gx) < 


<0, 在 此 情况 下 ， 画 数 了 应 让 入 次 丰 0 有 要 大 人 如 果 这 个 极 
大 值 还 是 严格 的 ， 则 在 0O 点 的 某 一 邻 域内 (0 点 本 身 除 外 ) 将 有 
VV 一 0, 因而 在 邓 统 运动 中 , 页 数 子 在 此 邻 域 内 将 严格 递减 。 

还 应 注意 , 在 稳定 性 淮 划 的 表述 中 ，“ 概 小 值 " 和 ” 极 大 值 ” 二 前 
的 地 位 是 可 以 互相 对 调 的 ， 因 为 只 要 把 画 数 卫 换 成 画 数 一 F 我 们 
了 驶 仍 回 到 原来 的 表述 形式 。 

因此 , 可 以 认为 下 述 定 理 已 经 证 明 : 

定理 ， 议 有 平稳 系统 ， 其 上 作用 力 不 明 显 依 辑 于 时 间 。 若 其 
平衡 位 置 已 经 给 定 , 革 存 在 连 问 一 阶 偏 导数 连 粮 的 丽 数 了 (gp, 加)， 
在 给 定 的 平衡 状态 有 人 局 当 六 ( 挨 运 到 玫 开导 江 的 ) 玉 时 
的 。 若 此 导数 极 全 同时 并 是 是 严格 的 ， 风 村 全 位 次 是 渐 近 稳定 的 。 

定理 中 说 到 的 汪 数 了 (gx, 9n) 通常 称 为 李 亚 普 应 天 函数 。 


Me WT ea eT a he Te 


.36。 条件 稳 定性 ， 问题 的 一 般 提 法 .运动 或 
任 一 过 程 的 稳定 性 ，。 李 亚 普 诺 夫 定 理 


在 第 163 中 上 ， 定 义 平 衡 位 山竹 定性 的 不 第 陈 (1) 和 (2?) 是 就 


$36.， 条 件 稳定 性 . 李 事 普 训 夫 定 理 175 
全体 偏差 g; 和 爹 体 广义 速 府 必 而 阁 的 。 然 而 在 许多 问题 中 ,我 们 
将 过 到 条 件 移 定性 问题 。 此 时 这 些 不 等 式 仪 为 qi pda， gb … 
Gn 这 2% 个 量 中 的 某 几 个 所 满足 ， 或 更 一 般 的 提 法 是 为 这 zn 个 量 
的 某 些 范 数 tly ”9 Cm 

*; fiCg ds) ($=1,*, 7) (1) 
所 演 吓 。 同 时 , 假设 西数 (了) 在 
| gn =0, Gp=0 (k=1, ,nN) 

时 全 都 涯 于 雳 ， 邵 f;(0,- 0)= 0， 而 且 湖 足 日 治 的 呈 一 阶 稍微 分 
方程 组 名 : 


TX (xn, ” oa $) (2% 一] 9 (2) 
其 中 Xi(w1, “9 Tm) t) (2 = 1,- ， 3 31) 是 过 [区 十 


[zi;| SA, t>to (1=1,., m) : (3) 
中 的 连续 画 数 (to 是 固定 的 初始 时 到)。 : 
微分 方程 粗 (2) 的 堵 解 +; 三 0(i 二 1，…, m) 对 应 于 平衡 状态 。 
适 解 的 存 往 要 求 方程 (2) 的 右 端 满足 条 件 
XO0, 7, 0, 1) 0 (GG=1, oo) (4) 
从 数学 观点 上 说 , 这 就 是 关于 微分 方程 组 (2) 的 恬 解 的 稳定 性 
问题 , 这 个 称 定性 被 定义 为 ; 对 于 任何 se>0, 必 有 一 8 二 8(s)>>0 存 
在 , 只 要 


rito) | 8 人] (5) 
期 对 于 任何 上 之 如 便 有 
wit)|<e (一 .210 (6) 


为 了 对 不 等 式 (5) 和 (6) 作 几 何 上 的 解 程 , 我 们 将 用 到 么 维 空 


@ 见 第 76 页 脚注 @。 
@” 当 研究 于 稳 采 统 的 条 件 嫉 定性 好 , 画 数 Xi =1 mm 不 显 含 时 间 ft。 我 们 
将 t 作为 变 最 写 入 右 端 是 指 非 玉 和 柳条 基 名 和 更 一 般 的 捕 况 。 
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间 (wi， "9 Tm) 侍 标 原点 的 3) 0 分 域 。 对 于 渐 近 稳 定 注 情形 


外 无 要 求 : 存在 一 8o>0, 使 当 

1zi(t)| =é0 (一 1 ;71 ) (7) 
时 便 有 

limxi(#)=0 (t=1, 1m). (8) 


如 果 研 究 平 衡 位 置 的 翅 对 稳定 性 ， 那 就 可 以 取 量 员 ，.…， gq 
pr 作为,…,xm。 在 头 一 种 情况 ， 
方程 和 人) 乃 是 瑟 记 关于 不 因 国 昌 qu…; 0 的 一 组 22 个 一 阶 微 
分 方 竹 形 式 的 拉 格 朗 日 方程 。 在 第 二 种 情况 , 方程 组 (2) 则 是 哈 名 
上 巅 正则 方程 : 

各 -中 各- 器 
我 们 来 讨 芥 方程 租 (2) 的 两 个 重要 的 特殊 情况 ( 它 忆 们 在 应 用 中 
re 
平稳 情况 。 方程 (2) 的 有 端 X; 不 显 售 时 间 #4 其 


OX; | 
本 .3712 ). 


.周期 情况 。 右 是 部 分 X， 关于 变量 上 有 周期 : 
RW Tn tt) = Nr, rnt) (G= 1 ,mm). 
在 这 两 种 情况 下 , 微分 方程 租 (2) 的 需 解 的 稳定 性 可 借 下 述 定 理 来 
刊 定 。 这 个 定理 是 8 35 未 所 引入 的 定理 的 直接 推广 。 
李 亚 普 诺 大 定理 。 若 在 下 稳 的 或 周期 的 情况 下 , 区 域 (3) 中 有 
连同 其 一 二 险 偶 导数 速 炉 的 而 数 了 (zt r,t) 存在 ,对 于 (看 作 参 
数 的 ) 的 任何 值 ， 在 点 zi 二 … 二 xm=0 处 有 严格 极 值 ， 且 对 时 间 


了 NN 


(9) 


的 导数 六 (wi,…, ms 4) = 半生 人 有 机 芭 的 忆 熏 ， 则 加 


1 二 上 


组 (2) 的 党 解 称 定 。 阁 导数 的 极 什 同时 还 是 严格 的 , 则 方程 组 (2) 


$ 30. 条 件 稳定 性 ， 李 亚 冯 上 沿 天 定理 177 
的 考 解 浙 近 稳定 。 这 里 假 改 夯 数 六 在 平稳 情况 不 显 含 t， 而 伍 周 
期 情况 ,对 于 是 周期 的 ， 周期 为 r[z 是 方程 (2) 右 端 部 分 的 周期 ]。 
对 此 定理 的 证 明 , 只 要 就 周期 情况 进行 就 够 了 , 因为 平稳 情况 
可 以 看 作 具有 任意 周期 7 的 特殊 情形 。 我 们 将 稳定 情况 和 潮 近 徐 
定 情 况 分 开 来 还 。 
对 于 稳定 情况 , 只 要 将 差 了 (znb …y zm; 直 一 了 (0,…, 0, 切 看 作 
已 将 由 维 空 间 (zi…zm) 看 作 空 间 (qi 41), 再 逐 句 重复 前 面 拉 格 船 
日 定理 的 证 明 就 行 了 。 至 于 丽 数 六 中 所 出 现 的 t， 由 于 它 被 看 作 参 
数 ( 根 据 周期 性 , 它 可 以 在 有 限 区 间 二 1 所 to 十 tT 内 变化 ), 所 以 不 
会 使 定理 的 证 明 复 杂 化 。 
对 于 渐 近 稳定 情况 ,证明 如 下 。 
为 俏 定 计 ， 讽 在 空间 《zy xm) 的 原点 O 男 数 了 有 严格 极 小 
值 , VV 有 严格 极 大 值 。 今 | | 
B=V(w, Ym, t)— VO, ,0,), 
则 由 定理 的 条 件 知 , 在 原点 0 的 某 s 邻 域内 蜡 于 0 的 一 切 点 上 
E(wiy', Wms £)>0 . (I) 
FV'(e, 有 V0, :0, 0, t) EB ZOD, (DD 


由 前 面 所 证 明 的 稳定 情况 知 , 垦 (2) 的 
雾 解 是 稳定 的 ， 故 存在 一 数 8o>0, 使 
租 (2) 初 值 在 原点 0 的 8o 领域 内 的 一 
切 解 不 越 出 s 领域 (图 45)。 对 于 这 些 
解 中 的 任何 一 个 ， 由 于 画 数 如 随 t 递 
减 , 所 以 

lim E(t)= EB..>0 


而 且 


四 由 不 称 式 (JJ) 铀 ( 相 可 以 断定 ,在 原点 O 国 数 书 有 严格 极 小 值 ， 而 其 时 间 导 数 
到 有 严格 极 大 值 (在 原点 0, 责 数 加 入 ' 间 为 霉 )， 


178 第 五 瘟 有 系统 的 平和 介 格 定性 太 其 运动 稳定 性 
L(t) (tt0). 
先 假定 如 .之 0, 因 尺 存在 原点 0 的 一 个 8: 镇 域 , 其 中 国生 到-。 由 于 
对 任 一 解 有 (1) 之 如， 因 击 所 有 解 都 不 可 能 走出 s 馈 域 和 61 馈 
域 边界 间 的 表 区 域 (在 图 45 上 此 区 域 以 君 线 标 出 )。 设 在 此 区 域 
内 丙 数 如 有 负 的 极 大 值 -为 因而 对 每 个 解 都 有 全 -< 
< 一 h(t 一 to)。 由 后 一 不 等 式 得 ， 在 足够 大 的 之 下 ， 将 有 
如 一 0, 但 这 是 不 可 能 的 。 因 而 必须 8。 一 0, 即 
limB=0. (时) 


to 


按 不 每 式 (I)， 等 式 如 = 只 可 能 在 点 0 成 立 于 是 和 由 ( 媳 ) 得 ， 当 
too 时 由 8 邻 芽 开始 的 万 有 积分 此 和 线 都 趋 近 于 坐标 原点 , 即 有 
limrs(t)=0 (£2=1,.…,m). 


定理 证 完 ?。 

应 当 注 意 , 在 一 般 情 况 ( 非 平稳 的 和 非 周期 的 情况 ) 下 , 对 于 亚 
普 许 夫 画 数 还 需要 加 上 更 强 的 条 人 件 思 。 

我 们 来 指出 李 亚 普 说 天 定理 的 一 个 特殊 情况 ， 它 党 被 用 作 简 
单 稳定 性 ( 非 渐 近 稳 定性 ) 的 基 定 准 划 。 

设 丽 数 了 (x1,…, zm 1) 是 微分 方程 组 (2) 的 积分 ， 即 当 以 方程 
组 (2) 的 任何 解 代 大 其 中 时 ， 丙 数 王 变 为 常数 。 此 时 ， = 
(zi ea 三 0; 因 之 ， 可 以 认为 画 数 六 在 点 二 0 外 
对 于 任何 t 值 ,有 极 大 值 或 极 小 值 (当然 是 非 严格 的 )。 于 是 , 由 李 
亚 普 庄 夫 定理 得 如 下 推 询 : 

推 蔬 ， 若 微分 方程 组 (2) 有 积分 (zw1,…, zm 1) (在 平稳 情况 
工人 不 显 合 t， 和 在 周期 情况 下 对 于 t 是 周期 的 , 且 周 期 为 z)， 有 此 积 


中 习 文 (第 1 一 178 丰 ) 中 这 个 定理 的 证 明 也 是 根 刀 作者 老 UMM 的 信 ( 此 $35 
新 近似 定性 定理 的 脚注 ) 疏 土 的 。 证 溢 注 
四 例如 ,网 Teraep 且 . 上 下. ，ycT0 站 HBOCTE ABHXNEHHA, TA. 开 . (有 中 如 本 ) 
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六 全 是 人 m 一 人 处 ， 对 于 任何 固定 的 吉 有 了 理 格 极 书 ， 则 租 


我 们 注意 . 汪 明 保守 系统 拉 格 拔 日 定理 中 ,我 们 和 鲁 利 用 了 能 量 
积分 B，。 : 

现在 来 看 由 一 阶 微分 方程 组 

d2i 
“dt 

所 摘 述 的 运动 或 更 一 般 的 过 程 ;上 式 右 端 是 当 牵 6 时 ,变量 四 …， 
su 的 基 个 变化 区 上 戌 内 的 达 转 画 数 ， 它 消 直 在 给 定 初 始 数据 z(to) 
G=1 之 下 的 解 的 存在 和 唯一 性 条 件 。 

设 Z(t) (i 二 1,…, mm) 是 方程 粗 (10) 的 解 ， 它 确定 了 其 个 过 
程 ,为 了 查 明 这 个 过 程 的 稳定 性 章 题 ， 我 们 引入 新 的 未 知 闭 数 一 一 

“偏差 ” 


人 (一 1 0) (10) 


Vi=%i— Zt) ($=1,.…, mm) (11) 
代 忌 未 知 夯 数 my …, zm。 于 是 , 在 新 变量 之 下 , 微分 方程 组 (10) 可 
以 写成 方程 组 (2) 的 形式 , 其 中 | 
Ki=ZBiL rtd), mt Ent) J — Ki gi (8), Em lt) (12) 
在 新 变量 中 , 与 微分 方程 粗 (10) 的 解 z==Z()($=1,…,m) 相 对 
应 的 是 微分 方程 粗 (2) 的 零 解 x1 二 … 二 x 一 0。 这 吉明 , 关于 过 程 
zi(t) (i 一 1,…,m) 的 稳定 性 章 题 ， 可 以 妇 精 为 我 们 已 径 研 究 过 了 
的 、 关 于 微分 方程 粗 (2) 的 雳 解 的 稳定 性 问题 。 换 句 话说 , 如 果 右 
端 控 公 式 (12) 确 定 的 偏差 方程 钥 (2) 的 零 解 x1==… 二 z=0 是 稳 
定 的 (或 渐 近 稳定 的 )， 则 方程 粗 (10) 的 解 = 天 (四 Ci 一 了 和) 
便 称 之 为 稳定 的 (或 渐 近 稳定 的 )。 所 有 这 些 就 为 本 和 他 所 引入 的 李 
亚 普 床 夫 定理 开辟 了 广 冰 的 用 场 。 这 个 定理 不 仅 可 用 来 刊 定 平衡 
位 器 的 稳定 性 ， 而 且 也 可 以 用 来 抽 定 运动 的 稳定 性 和 由 常 微 分 方 
程 租 所 确定 的 任何 网 一 般 过 程 的 稳定 性 ，。 
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例题 1， 我 们 来 看 有 回 定 点 O 的 刚体 的 惯性 运动 。 在 此 情况 下 ， 欧 持 
勒 力 学 方程 有 刀 下 形式 : 


Pp 1 1 ， dg _ TT _. 1 
A = (B 0) qr, B=(C A)rp, 


CT =(4—B) pq. (13) 


这 里 p, g,7 是 角速度 w 在 物体 慌 性 主轴 08,0w,07 上 的 投影 ; 4,B, 0 是 物 
体 对 这 些 辅 的 转动 眉 量 。 
方程 (13) 有 如下 的 三 个 特 解 : 
1° gqg=7=0, p= const= py; 
2° 7+=p=0, qg=¢onst= oo; 
3 .P=g=0, +=const= ro; 
这 些 特 和 解决 定 了 物体 绕 各 主 畏 的 永久 畦 动 。 
我 们 只 来 计 答 转动 1° 的 稳定 性 ， 因 为 ， 只 要 换 换 各 刺 的 标号 就 可 以 将 
2 和 3 写成 二 的 样子 。 问 时 ， 欧 拉 方 穆 (13) 的 解 1° 的 稳定 性 将 决定 糠 动 
T 对 角速度 w 的 条 你 稳定 牧 : 中 。 
售 1 二 Pp 一 Po，X2 = 二 4，wa 二 7 草帽 莹 方程 为 


dr B00 dr 一 二 

本 = 一 zax3， 三 一 Xs(T1T+ Poe), 

De 4 
可 一 已 -， 

和 一 一 六 ZX2(Zt 十 po) 


假 亦 外 性 精 蒜 的 长 砷 或 短 础 位 于 所 寻 葵 的 永久 蒜 动 轴 08 上 。 由 于 量 
4, B,C 省 与 惯性 袍 球 再 长 平方 成 反比 ， 这 就 意味 六 ， 或 者 4< CO， 或 者 
4> 有 COC。 今 取 柄 数 

V=(AritBrit0r3+t24pr1) +t [BB A)zx?2 +CCC — A)zxal 
作为 李 亚 党 庄 夫 蒜 数 ,其 中 “十 ”号 取 在 4<B, 0 的 情况 , “一 ” 惫 上 收 在 4 万 
C 的 情况 。 | . 

因数 了 在 四 = 和 妇 =zas 一 0 处 为 需 , 而 县 在 这 个 点 的 邻 成 内 为 正 , 部 羡 数 站 
在 访 点 有 严格 极 小 值 。 另 外 , 不 难 验 证 ， 按 方 各 (14) 计 算 的 导数 全 = 0, 部 柬 
数 下 是 徽 分 方 种 组 (14) 的 积分 。 因 此 ， 按 属 李 亚 普 些 夫 定理 的 排 论 , 楼 惯性 
骼 球 长 融 或 短 轴 的 六 久 粳 动 是 稳定 的 。 


中 对 w 的 稳定 性 是 指 在 侈 部 运动 时 间 里 , 初 嫩 角速度 wo 的 微小 变化 将 引起 和 关 
” 量 w 的 微小 变化 。 换 名 话说 , 也 就 是 对 仿 闫 x1 二 p 一 po, 42=g,z3=? 的 稳定 性。 
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利用 净 塔 也 夫 不 稳定 准则 @ 可 以 证 明 继 稚 性 禄 球 -中 刺 的 永久 转动 不 稳 


Ja . 

2， 作 为 一 个 例子 , 我 们 来 看 关于 炮弹 旋转 运动 的 稳定 性 问题 电 。 

为 简单 起 网 ， 识 炮弹 重心 0 以 不 变 的 速度 v=const 沿 水 平 朝 x 作 相 钱 
运动 。 分 Czy 为 名 慌 射击 面 。 强 z 7 
休 坤 (动力 对 称 朝 ) 08 的 位 置 ，Ih 
以 下 两 个 和 角 来 确定 ( 朝 在 Cxy 
加 上 有 和 本 投 影 Coz 三 Cz 闻 的 夹 角 
和 Czy 与 (05 并 的 夹 角 B( 图 46)。 
依次 罚 以 角 a 和 B， 三 面体 (iwyz 
使 赫 到 三 面体 C897 的 位 置 。 再 绪 
Ct 轴 畦 以 角 p， 三 面体 Cint 使 转 
到 因 过 在 炮 强 上 的 三 面体 的 位 
监 。 因 此 , 烛 弄 髓 速度 w 由 三 个 分 
量 组 成 : 


7 


WW = Wi 二 Wy ws, 图 46. 
其 中 二 0% w==B， ws 二 $5。 角速度 在 便 性 主 辆 08, Co 0Y. 上 的 授 影 由 下 列 公 
式 决 定 : 
P=p+asinB, gqg=—B, ?=Qcosh. 


全 4 卖 示 罗 纠 的 帆 赃 二 得 量 , 如 为 其 赤道 楼 动 慑 量 , 则 得 动能 表达 式 
= [Ap?+ B(q:+7r*)|= [LAC +asinB)?+ BCGB? -+a?cos2B) |. 


假充 除 重 力 而 外 , 雹 强 上 还 有 作用 在 强 体 埋 马上 点 (压力 中 心 ”) 的 迎面 宏 
气 阻力 R, 它 大 小 不 变 国 ,方向 与 速度 5 相反 , 好 溢 zx 笛 的 负 方 向 ,分 1=0D， 
.YY 表示 辆 Cz 和 (下 闻 的 夹 角 ， 则 民 对 C 点 的 力 息 等 于 RlsinyY， 机 力 尺 的 人 
功 为 
6A4= RisinyYsy= —5(Rleosy). 


四 


中 Teraca 再 工 ,ycroiaB0c7E5 ABHREHHA 第 二 版 , 1955, 第 37 页 。 

全 这 个 加 题 的 解 侣 由 奖 塔 由 去 答 出 ， 发 表 在 “TIpaKTantHaAg MareMarHK8 HH 
MeX3HEIKR ， T. X, RDIT |， 1946. 

曲 RR 的 大 小 是 ?后 罗 数 : R= f (wv), 因此 四 一 conast 便 有 屎 ==comngst。 
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因此 , 可 以 取 泌 数 0 
i= RlicosyY= Rlcosacosp 
作为 力 的 势 。 
& 角 和 和 8 角 的 变化 测 划 是 强 体 辆 的 握 动 特征 。 为 了 了 币 宕 炮弹 旋 炉 运动 的 
稳定 性 , 我 们 由 以 下 三 个 运动 积分 H1 发 : 
1) T' +1 = const; 2) Gs=¢eonst; 3) G:= AD= const. 

关 一 个 积分 是 能 量 积分 。Gs 和 Ce 是 动 量 矩 Go 在 Cz 笛 和 0 惠 上 的 
投影 。Gfs 在 有 系统 运动 时 保持 不 变 的 性 质 可 由 力 尽 对 Cz 畏 之 抵 为 震 得 出 。 
第 三 个 积分 表示 对 应 于 循环 坐标 ? 的 广义 串 量 4p 不 变 。 由 图 46 可 以 看 出 ; 

Go=Gcos(rt) tOG,eos rn) TF Geos(rt) = 
= Apceos(zt) Bocos(wn)tBreos(wt)= 
z =ApcosacosB+B(Bsing— acosaeosBsinB)®. 
休 和 弟 三 个 秋分 和 组合 , 和 用 已 痉 得 到 的 了， ID Ga 的 表达 式 便 竺 到 | 
头 直 的 两 了 人 WW 和 和 环 >: 
YY = 于 B(a?coszp 十 B2) + RI(eosacosB—1)= const, 


Wo=B (Bsing— GecosaeosBsing) + Ap( cosacosB 一 1) =eonst， 它们 在 
w= B=a=B6==0 时 等 于 霉 。 

现在 来 找 运 动 积分 的 一 个 定 号 线性 组 合 一 下 我 们 先 来 确 定 殉 ; 
和 W; 中 小 量 w B, %, B 的 最 低 次 项 


Pi 一 二 也 ( 刀 十 印 ete 二 
Wa=B (BaapB)— Ap + 8) + 


有 
已 


蜂 时 ， Wi—AW, = [Be 十 2BAaB 十 (AnX— RL)B?]1+ 


tLBP —2BABat CApX— RI)e2] + 
为 使 上 式 短 一 方 括 弧 中 的 表达 式 是 正定 的 , 只 要 满足 不 等 式 


@ 在 以 C 为 中 心 的 球面 上 ， 弧 w BY 构成 一 直角 球面 三 角形 ，a, BB 为 其 “的 
股 ”, 7 为 其 " 效 "。 对 于 这 样 的 三 角形 , 公式 cosY = cosacosB 成立。 公式 的 正确 性 可 
仿效 初等 几何 的 办 法 来 证 明 。 


团 弧 忆 ， BB 和 rf? ) 构 成 一 个 以 和 可 小 为 “ 勾 股 ”的 球 看 直角 三 角形 。 


内 此 ， coslvt) =cosacos( 厂 + ) = — cosQsing. 
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BX <BCAPpA— RI) 
就 是 够 了 了 。 物 去 两 端的 BB, 杀 移 项 后 即 得 : 
BX — AnA+Ri<0. 

谷 使 上 上 多 不 等 起 对 其 一 实 的 和 成立 , 就 必须 这 不 等 式 左 端的 二 次 三 项 式 

有 实 根 , 妈 如 下 的 不 等 式 应 当成 江 ; 
A’*p:>4BRI. 

此 朗 保 证 炮弹 旋 边 运动 (在 “偏差 "a, B, a, 6 之 下 ) 稳 定 的 条 件 ，, 因为 当 滚 
是 此 条 件 时 便 可 得 一 实数 入 使 积分 印 1 一 XW 在 wa=B=&=RB=0 时 有 严格 极 
小 值 (等 于 需 )。 


§ 37. 钱 性 系统 的 稳定 性 


在 前 一 节 中 全 经 指出 ， 对 于 由 常 微分 方程 组 @ 所 决定 的 任何 
过 程 的 稳定 性 的 研究 都 可 以 归 精 为 对 仿 差 方程 粗 零 解 稳定 性 的 
研究 。 / 
假 肥 偏差 微分 方程 在 线性 的 ， 面 且 .是 稼 承 数 的 : 


ou So ($=1,.…,%»). (1) 
p=1 
我 们 来 找 该 方程 如 下 形式 的 竺 解 : 
~ Vi = Wie (和 “7%, Yu 本 (2) 


将 胆 述 式 (2) 代 入 方程 (1), 狗 去 扩 即 得 未 知 量 w 和 A 之 间 的 
关系 式 


1 


Fj aids = Nu (4 =#,., 1%), . (3) 
16=1 
Zoo -No)m=0 (一 二 : " 2 (4) 
b=1 
z 1 (4%=%) | 
式 中 6;4 一 —— hh, 更 侍 喜 。- 
中 so i 克朗 尼克 符号 


DD 凑 所 局 知 , 任何 这 样 的 方程 怨 总 可 以 写成 一 防 微 分 万 程 租 的 形式 。 
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因为 在 欲求 之 解 (2) 中 ， 常 数 w 至 少 应 当 有 一 个 不 等 于 雳 , 琢 
齐 次 方程 粗 (4) 的 系数 行列 式 应 等 于 雳 : 


41 一 入 (19 机 in, 


一 U、，、 (5) 
C1 (Ln 四 人 ta 一 入 
这 样 ， 我 们 便 得 到 了 一 个 关于 入 的 % 次 代数 方程 ， 可 用 以 确 


WH Ca in 


py oe | 
的 特征 方程 或 长 期 方程 。 尾 征 方程 的 根 昨 做 年 阵 入 的 特征 数 。 
取 和 矩阵 A 的 任何 特征 数 作为 和 , 用 悉 性 方程 组 (4) 便 可 求 得 与 
此 特征 数 相 对 应 的 一 组 常 数 wi。 
”为 方便 计 , 往 后 我 们 对 原 方程 粗 (1) 和 关系 式 (2)、(3) 引 入 逢 


在 讨 脐 中 我 们 引入 矢量 列 
Tl1 wi 
V2 Ws 
名 一 ， 2 一 | 
Tn Wn, 


于 是 ,等 式 (1) 一 (8) 和 (5) 便 可 以 写成 0: 


四 方 阵 和 与 列 x 相 浅 时 , 刺 方 阵 4 的 第 i 行 元 素 与 询 x 的 对 应 元素 相 采 ， 并 
将 这 些 梁 积 相 加 。 如 此 所 得 之 和 便 是 乘积 列 Ax 的 第 i 个 元 素 。 将 列 x 各 元 素 微分 
即 得 列 的 导数 9*。 


$37. 线性 系统 的 稳定 性 185 


和 一 Ax， (1) 
MX 一 16 四 (27) 
Au=Au (w+A0), z (3 ) 
det(A—AE)=0. | (5’) 
这 甲 E= 8x ps1 单位 候 恒 。 


与 数 入 一同 满足 关系 式 (3) 的 矢量 列 u 寺 0 称 为 入 障 A 的 .对 
应 于 特征 数 入 的 固有 矢量 。 因 此 , 在 方程 粗 (1) 的 每 组 形 如 (2) 式 
的 解 中 , 入 力 是 息 障 A 的 特征 数 ,z 是 与 之 对 应 的 固有 矢量 。 

我 们 先 来 讨 葵 特 征 方程 (5) 有 % 个 不 同 的 根 p(k=1,…, %) 
“的 情况 。 对 于 每 一 个 特征 数 Xx 都 有 固有 人 矢量 za 和 方程 租 (1) 的 形 
如 axex 好 的 特 解 与 之 对 应 。 这 些 解 的 带 有 任意 常 系数 的 线性 组 合 


党 一 Si Ouuner: (6) 
k=1 
仍然 是 方程 组 (1) 的 解 。 


为 了 证 明 公 式 (6) 包 括 了 方程 组 (1) 的 一 切 解 , 我们 先 来 证 明 


对 应 于 不 同 特 征 数 和 ly 入 2 和 nu 的 天 量 列 Ui 2 "Un 彼此 线性 
无 关 。 
假 识 
,crus=0. (7) 
k=1 


将 等 式 (7) 两 端 左 乘 以 第 隧 A, 划 由 等 式 
A = Neusp (up 0， /一 了 “"") n)， 
便 有 


no 
> Chu 一 人. (8) 
k=1 : 


由 关系 式 (7) 和 (8) 消 去 常数 cb 得 : 
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pi . 
> .0—N)em=0. (9) 
了 一 衫 


再 将 此 式 左 乘 以 A, 并 将 所 得 等 式 与 (9) 联 立 滑 去 cs, 如 此 等 等 , 最 
后 便 得 到 z 

(Nm 一 和 (Na 一 人) (Mn — Mr-1) Cnutn = 0, . (10) 
由 此 便 有 cw ==0。 因为 等 式 (7) 中 所 有 各 项 都 是 平等 的 , 故 

C1 一 Co 一 … 一 Cn 一 人 (U， 
即 固有 矢量 za at at 之 间 不 可 能 存在 任何 形 如 (7) 式 的 关系 ， 
因 之 , 这 些 人 多量 线 性 无 关 。 
在 公式 (6) 中 今 二 = 0 得 


X0= >_ Opusg. (11) 


任意 输 定 初始 多 量 x 根据 矢量 ma, …, aa 的 继 性 无 关 性 , 我 们 便 
可 以 从 等 式 (11) 叭 一 地 确定 Cr(&=1, ,9)。 因 此 , 公式 (6) 包 括 
方程 组 (1) 满 足 任意 初始 条 件 x(0) :-xo 的 解 , 即 包括 方程 组 (1) 的 
一 切 解 。 和 
在 微分 方程 理论 数 程 中 崩 证 明 在 重 根 情况 下 , 公式 (6) 将 变 得 
和 为 复杂 些 。 此 时 公式 中 可 能 页 出 现 所 亚 的 “长 期 项 "一 一 代替 党 
天 量 Us 而 以 二 的 多 项 式 了 于 十 zt 十 … 为 因子 的 项 。 在 一 般 情 襄 
下 ,微分 方程 租 (1) 的 任何 解 均 可 由 各 下 公式 确定 : 
w= SO tt + ew (12) 


b=1 
从 公 ee 人 


max 9 = 一 0<<U， 
1<K< 


则 limx(t) =0, 央 过 小 分 万 程 粗 (1) 的 膏 谢 解 是 渐 近 稳定 的 征 的 山 。 


ur murommurmncn Ne ee ee 


DD 数 w>0 有 时 称 为 稳定 度 。 
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现在 假 让 至 少 对 干 基 一 个 6, ReMp 宝 0。 于 是 , 当 1 一 cc 时 ,方程 
租 (1) 有 非 需 解 x 二 Cpure** 趋 于 无 穷 。 同 时 由 于 Oi; 是 任意 常数 ， 
便 值 (当世 一 0 时) xo=Ckpug 可 以 任意 小 。 故 在 此 情况 下 , 解 x=0 
不 稳定 。 因 此 ,下 面 的 论断 成 立 ; 

2°. 即使 逢 陈 A 的 一 个 特征 数 xs 有 正 实 部 (ReXs>0)， 微 分 
方程 组 (1) 的 震 解 也 不 稳定 了 ?。 

例题 ， 介 质 阻 力 与 速 底 一 次 方 成 直 比 的 线性 振子, 其 平衡 位 各 是 渐 近 稳 
定 的 。 其 实 , ( 见 第 164 真 上 的 例 3) 如 果 仿 24 =2 ta = ， 则 运动 微分 方程 
Mm 分 十 2fi 十 cz 二 0Cm, co 了 之 0) 可 以 写成 两 个 一 阶 微 分 方程 的 形式 : 


QT dr C - 

dt a mm 
特征 方程 

一 入 1 

0 f =X +2 上 A+ 人 = 

一 一 一 2 一 入 


的 很 有 负 的 实 部 一 大。 这 就 保证 了 平衡 位 置 的 渐 近 稳定 性 。 


$ 38、 按 线性 近似 的 稳定 性 


在 微分 方程 钥 ( 非 线 性 的 ! ) 
= Kilwy oo £) (i=1y en) (1) 
中 ,将 右 问 部 分 按 偏差 x1，…, x 之 圭 展 成 级 数 ; 得 : 
Slain tf (t=1, 1) (1) 
b=1 


其 中 下 是 入; 展开 式 中 ， 从 wi,…, x 的 二 次 项 开始 的 所 有 各 项 之 
和 《2 一 1 “Nh)o . 
在 于 稳 情 况 下 ,qis 是 常 系数 ,西数 fi 只 依 束 于 wi,…, zn 而 不 


 @ 当 人 娩 体 ReXp<<0Ck=1,…, n) 时 ， 部 使 其 中 有 等 号 成 立 ， 只 要 公式 (12) 所 有 
ReXx =0 的 那些 项 中 无 长 期 项 ,， 则 解 x=0 仍然 尾 稳定 的 。 反 之 , 解 x=0 不 稳定 。 
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傅 囊 于 # 在 周期 情况 下 , aiw 是 上 的 周期 西数 , 周期 为 z, 而 非 线性 
顷 记 三 户 (zo oo 引 对 于 二 也 是 周期 的 , 周期 也 是 r。 

若 将 方程 (1') 中 的 所 有 非 友 性 于 f 丢掉 , 划 得 一 线性 微分 方 
程 租 , 此 线性 微分 方程 粗 称 为 非 友 性 方程 粗 (1) 的 线性 近似 。 

上 世 如 末 , 在 谭 伽 雷 和 地 亚 善 许 夫 的 研究 中 , 已 就 平稳 情况 和 
周期 情况 查 明 , 非 厂 性 方程 粗 (1) 需 解 的 稳定 性 可 按 其 线性 近似 来 
币 定 ， 即 由 线性 近似 的 零 解 的 浙 近 稳定 手 可 以 断定 非 嫉 性 方程 租 
的 零 解 的 渐 近 稳定 性 Q。 由 于 研究 线性 方程 粗 比 研究 非 线 性 方程 
组 简单 得 多 , 这 一 葵 断 得 到 了 广泛 的 应 用 。 

我 们 仅 限 于 计 花 平稳 情况 ,同时 ,为 了 证 明 上 壕 会 断 , 我 们 将 


方程 粗 (1 ) 与 成 矩阵 的 形式 ; 
= Ax tf(x) (1") 
这 里 A= jawjtp=1 是 元 娄 为 第 数 的 方 阵 ，f(x) 是 以 fi(R1y ***, Vn) 
(二 1，…, 2%) 为 元 素 的 估量 列 。 按 照 假 定 ， 缆 性 近似 的 零 解 渐 近 
科 定 , 改 ( 见 8 37) 撼 重 人 的 所 有 特征 数 入 ,…, A 都 有 负 实 部 : ， 
3 区 ReX, = 一 0 一 人 (2) 


我 们 物 定 以 | 类 示 分 所 为 C19"''y Pn 虹 兴 量 列 心 的 长 度 : 


国 \ 1/2 
(ia . (3) 


由 于 矢量 列 fx) 的 个 个 元 来 都 从 变量 的 “次 项 开始 , 所 以 
f(x)|<slxl, (4) 


DD 这 里 侈 识 有 汝 卫 i(X1,…', Tn,t) 是 巡 征 图 数 ,目前 ， 对 于 有 端 Xi 不 连 秆 的 情 
沉 , 线性 近似 应 如 何 理解 已 径 查 明 ， 提 城 周期 情况 和 某 些 非 周期 情况 建 并 了 按 线 性 近 
似 判 定 稳定 性 的 相应 准 旭 。 昂 Aiisepuay M.A, laurwaxep B.DP,., lpurrannaua 
MUTEOMATHED H MOXBHHNS, T, 21, BDI 5,1935 和 JIaBapTOBCKAR H. B.， 同 一 刊物 ， 
1. 2J BEIL 3, 1959。 


而 且 只 更 限 币 变量 zzo 在 足 通 小 的 邻 域 |lx|1<A 之 内 变化 , 式 
中 条 数 s>>0 便 可 以 选 得 随便 多 么 小 。 
证 明 由 有 轻 于 下 述 引 理 ; 
引 理 ， 利 用 非 奇 必 线性 变量 变换 
x=Uy (det UQA#0) (5) 


可 以 将 线性 微分 方程 粗 9x 一 Ax 化 为 “三 角形 "的 ®: 


ep 和 pp 


d 

= 一 Ai 十 Diotga 十 … ‘十 Din Yn 

d 

= / Asys 十 “bon Yn, (6) 
ad 

= 入 rz21m 


其 中 Ni .aa 是 短 陈 人 的 特征 数 , 而 且 , 当 适 当选 择 变换 (5) 时 ,可 
使 “ 非 对 角 糖 "系数 brs(; 二 ) 的 模 变 得 随便 多 么 小 @。 


对 非 线 性 方程 组 (1 ) 施 行 变换 (5)。 在 新 变量 中 , 方程 租 (1”) 
可 以 写成 


d . 
UY 入 171 十 1ozyo 十 十 Dinyn 十 gi(y), 


dt 

a , 

Wy2 一 : Aaz1o 十 …' 十 Donyn 十 go (y) » 

ct (7) 
ad : 


其 中 以 gy), 2) 为 元 素 的 估量 列 VD) 由 等 式 


DD Cronep Mr., HexngeiHMe KONCOAHHA B MeXRMHBJUBCKHX H 9XCKTDH- 
JecKHX CHCTEMAX, M,, 19592. 
@ 在 变换 (5) 之 下 , 亲 禾 算 障 A 被 矩 陈 DAU 所 代替 , 它 是 三 角形 的 。 
@ 引 理 的 证 遇 将 在 后 面 第 ty 一 192 页 上 答 贡 。 
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/ gqg(y)= Uf (Uy) (8) 
确定 , 它 湖 足 不 等 式 @ 
Igy) | 一 1y]， | (9) 


其 中 数 5， 如同 数 8 一样 ， 也 可 以 取得 要 多 么 小 就 多 么 小 ， 只 要 令 
域 |x| 一 A( 相 应 的 是 |y| 二 A1) 取 得 足够 小 就 行 。 
于 是 , 由 方程 (7) 和 不 等 式 (3) 和 (9) 便 有 @ 


ao LE vs IT 
=- 半 袜 (w 称 十 玉生 )- RN EE 十 
t=l 
+ SCbrnynnet bisay) + Sg +t)< 
< 、 tl 
<(—otatmlyl (3= Dbl ), 
$< 
EP 
alyl <( 一 xx 十 8 上 2)1y|， 
因 之 ， 


ly| < |yole ern i (y=y(t)). (10) 
我 们 来 这 样 选择 正 数 3 和”, 使 之 渍 足 不 等 式 Q 一 8 二 0 和 ”一 
< — 8d, 于 是 由 不 等 式 (10) 得 : 


@ 车 定义 卸 阵 入 = Was ?= 的 范 数 为 1A1 =( Si iu 其 不 难 


tk = 
验证 如 下 的 不 等 式 是 对 的 ， 
[Ax|< | Al lxl. 


因此 , 由 不 等 式 (4) 和 和 和 给 式 (8) 便 可 断定 z 
ig ye UU ye U0 UV |y!, 
因 之 , 在 不 等 式 (9) 中 , 可 以 今 
7= UN NU-ile. 
图 发 示 迪 ( 人 (= 二，…ym) 的 共 地 复数 。 
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1%j 委 yo 和 limy(t)=0, (11) 


贡 方 程 组 (7) 的 解 y= 二 0 浙江 稳定 。 但 天 量 x 和 yy 以 线性 变换 (5) 
相互 联系 , 故 方程 粗 (1) 的 解 x=0 也 渐 近 稳定 了 。 
” 引 理 的 证 明 ， 我 们 先 来 证 明 利用 形式 如 (5) 的 变换 x= La)z 可 以 将 微 
分 方程 组 
元 一 Ax (12) 
化 为 这 样 的 形式 1》 从 第 二 个 方程 以 后 的 各 方程 右 端 都 不 包含 第 一 个 变量 
z1，2) 在 第 一 个 方程 中 , z1 的 对 数 等 于 答 阵 4 的 特征 数 和 y 郎 如 下 形式 : 


dg 
ri A 十 六 


dz2 


网 者 此 上 1 
at 02 222 十 十 2 Nn (13) 


a f } 
人 Dn222 to bn, 2,. 


为 此 ， 只 要 取 对 应 于 特征 数 和 的 固有 人 矢量 mr(4m = Xial， 四 于 0) 作为 适 陆 
2 的 第 一 列 , 而 取 与 ui 线性 无 关 的 矢量 az …; mw 作为 wd 的 其 余 各 询 (此 
时 detz 一 款 0) 就 行 了 。 

事实 上 , 变换 x= [六 0z 可 以 守成 


X=u21 Tu 二 Te : (14) 
-其 中 Sly Eh 是 天 量 光 在 共振 Ui U2 “yy Uy 中 的 坐标 。 方程 组 (127 有 和解 
_ XxX= ue*!i. (15) 


因此 , 根据 等 式 (14), 变换 后 的 微分 方程 组 


dzi 到 , 
= Do (Gils) (16) 
; bb=1 
有 如 下 的 解 ;: 
Fi= emt go=* = ,= 0 (15') 


但 这 具有 党 py 一 Xi， bai 二 "==0541 二 0， 邵 方程 组 (16) 具 有 (13) 的 形式 时 地 
征 可 能 的 。 


和 柱 漠 注 肌 六 观 注 1), 由 等 式 (5) 可 得 如 下 不 竺 式 : 
下 
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引 于 在 非 奇 异 线 性 变换 之 忆 息 陈 4 的 特征 方程 不 变 吕 ， 故 短 限 上 05712 
的 下 征 数 就 是 短 陆 A 其 从 的 n—.l 个 特征 数 入 2 和 No 

将 类 似 的 变换 用 于 (13) 的 后 %-1 个 方程 ， 如 下 继 种 下 去 ,最 后 便 将 诛 补 
分 方程 租借 非 奇 异 和 线性 变换 化 为 了 如 下 形式 : 


ad21 

=A 21 + D1222+ Dnt 

dz2 

A 017) 
de 

Pyne A 


术 了 ,再 作 城 后 一 次 变量 变换 ; 
2 = yp (n>0; EE=1,., hn),. 
方程 租 (17) 便 化 为 方程 租 (6) 了 , 而且 具 要 数 >0 取得 足够 小 ， 它 的 非 对 角 
线 系 数 0 三 上 0 < 的 模 便 可 以 要 多 人 么 小 就 有 多 么 小 。 引 理 证 毕 。 


8$ 39. 渐 近 稳 定性 准则 


在 前 两 广 中 已 经 证 明 , 在 平稳 情况 下 , 任意 的 ( 非 弹 性 的 ) 偏 差 
做 分 方程 组 ， 当 其 线性 近似 系数 年 阵 的 特征 方程 所 有 的 根 都 有 负 
实 部 时 , 硅 解 外 渐 近 稳定 的 。 因 此 , 制定 实 系 数 代数 方程 
f(A) =aoN" + ON 二 二 aniN+t r=0 (go>0) (1) 
质 有 的 根 都 有 和 外 实 部 的 必要 万 分 条 件 有 很 大 的 实际 意义 。 


NT TN NT A A TT TT 


今 以 Ap(E=1,- …? g) 表 趟 廊 程 (1) 的 实 根 ， ritis( J 三 1， 


“二 8 人 表示 方程 GT) 的 复 根 ， 并 假 设 在 复 平 面 上 , 这 些 根 全 都 位 于 虑 
Wr 
DD 算 阵 和 和 和 阵 UM"1AU (上 岂 第 189 只 由 上岗 注 @@) 的 特征 方程 是 相 辣 的 。 这 
是 | 尺 为 
LU-ICA-XEJU=U-IAU_AE， 
所 以 
det (U1AU -AXAE)=detU-ldet(A—-AEydetU = det’'A -XE) 
(上 E 是 单位 矩 障 )。 
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旺 左 侧耳 
: 入 < 一 人 7;<0 (%=1, “…, 9; ) 二 1, ”3 “2) (2) 
二 是， 
ng 
9 2 
了 (CN) 一 CO0 外 (A— Np) TT (入 一 yi 一 237)( 入 一 全 十 18) 一 
hb=1 j=1 
n—g 
_ 9 9 ， 
=ao [Ef GQ oa) TH OS—2rA+ 72+ a?). (3) 
k=1 j=1 


根据 不 等 式 (2), 等 式 (3) 最 后 部 分 的 每 个 因子 都 有 正 的 系数 ， 
山 左 侧 , 所 有 系数 均 为 (在 % 之 0 时 ) 正 是 必须 的 ,但 莽 林 友 分 。 

于 在 1875 年 ， 著名 的 英国 力学 家 罗 司 和 给 出 了 一 个 算法 ,， 利 
用 这 个 算法 , 根据 多 项 式 f(N) 的 系数 就 可 以 知道 它 是 否 “ 稳 定 ” 
是 这 多 项 式 所 有 的 根 是 否 都 有 和 负 实 部 。1895 年 ， 德国 数学 家 霍 尔 
稚 奖 信行 列 式 ( 起 尔 维 蒋 行列 式 思 组 


Wi ta ts 
Wo tn Ca 
z Wns | . 0 alias … 
Al 一 0 Ao 二 ) 人 A= (4) 
Co ds U gogo: 
归 电 问 和 Wn, 


(这 里 处 处 假 训 当 p>>n 时 ww=0)， 以 不 同 的 形式 与 罗 司 独立 地 建 
立 了 同样 的 准则 。 

罗 司 - 霍 尔 稚 获 条 件 ?. 为 使 方程 (1) 所 有 的 根 都 有 负 实 部 ， 

@ 关于 罗 司 - 银 尔 礁 医 条 件 的 推导 , 可 以 参看 ,例如 , arwaxep 中 . P., Teopun 


MaTDHIT, XY 党 ， 86; HppMaH NM. A., .Jenxnnn IO Te0pHH BBTOMATHICCKOrO 
peryxHpoBaha5, 第 2 版 , 且 党 ，§ 1. 一 这 两 本 书 都 有 中 弹 本 。 
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必须 且 只 须 下 列 不 等 式 成 立 : 
Aji 放 0, Ao>>0,…, A,>0. (5) 


若 以 数字 和 给 出 方程 (1) 的 系数 , 条件 (5) 丛 易 验证 。 但 若 方 程 
(1) 的 系数 包含 某 些 用 字母 表示 的 参数 时 ， 在 较 大 的 大 之 下 , 计算 
An 就 有 一 定 的 困难 。 
因此, 由 法 国 数学 家 列 策 尔 和 和 希 巴尔 于 1914 年 所 建立 的 另 一 
些 条 件 是 有 意义 的 。 在 这 些 条 件 中 ， 行列 式 型 不 等 式 比 在 罗 避 - 堆 
和 尔 准 区 条 件 中 狗 少 一 一 个 。 

列 纳 尔 - 希 巴尔 条 件 。 为 使 多 项 式 

帮 N 三 aoN TF oN t+ Tn Nan 

在 ao>0 时 所 有 的 根 都 有 负 实 部 ， 必须 且 S 只 须 

1) 多 项 式 了 和) 的 系数 全 都 是 正 的 : 


Qi>0, a>0,.…, n> 0; z (6) 
3) 下 全 全 列 二 型 不 各 式 成 立 : : 
An-1>0，An-_s>0,: (7) 


(这 里 和 前 而 一 向 一 样 ， Aw 私 示 & 阶 霍 尔 维 茶 行 列 式 9)。 
现在 我 们 来 介 络 一 个 稳定 性 的 几何 准则 。 
”在 等 式 ® 


f(N) = lL (A— My) 


中 以 iw 代替 入 大 合 外 从 一 co 变 到 十 co， 
则 幅 角 6==argf (iw) 的 相应 增 量 


Ef 
A-2O(o ) = 之 .Acarg(io — yp). 


图 47. 


中 列 旨 尔 - 希 巴尔 条 件 的 推 孚 ， 以 有 这 此 条 人 的 革 上 变相 下 式 的 可 在 前 和 有 
过 的 “ 怎 陈 葵 "一 书 第 I1 章 ，$ 3 找到 。 
电 这里, 我 们 以 At …， 和 Xn 宪 示 多 项 式 f(A) 的 ” :个 根 。 
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我 们 注意 吕 ( 图 47)， 
T, 如 果 ,ReX 一 0， 
一 T; 如 未 Re 二 0 
因此 ， 当 以 上 和 > 分 别 玫 孙 位 于 号 轴 (1 二 r=2) 左右 两 侧 的 根 的 
个 数 时 , 便 有 : 


ATXarg( tw 一 和 ) 一 | 


A-2O(o) = (Lr7)7. 
现在 来 葡 查 当 @ 由 一 变 到 十 时 ， 复 数 了 (iw) 的 附 标 @ 所 
搁 熔 的 曲线 。 这 条 曲线 可 以 分 成 两 支 y 在 一 支 上 w>>0; 在 另 一 支 
上 o<0。 由 于 帮 Yo7 和 上 拓 ( 一 各) 是 复 共 瑟 数 , 故 借 对 实 轴 的 饶 反 
射 划 可 由 其 一 文 得 另 一 支 。 因 此 ， 知 以 Az 表 示 当 w 由 0 变 到 ce 
”时 的 增 量 , 则 得 : 
Agg(ow) = A+) 一 (1 -7) 3 (8) 
由 此 可 上 见 , 当 
Azb(Ko) 一 2 (9) 
时 , 所 有 的 根 将 位 于 虑 轴 左 侧 (1 一 2 一 0)。 
稳定 性 的 几何 准则 @。 为 使 多 项 式 1 (和) 是 稳定 的 ， 即 其 万 有 
的 根 全 位 于 虚 轴 左 便 ， 浊 必须 且 只 须 : 
1) 当 。 由 0 变 到 二 oo 时 f (iw) 的 速 部 曲线 (简称 端 图 ) 不 通 
过 堆 点 @; 
2) 对 此 站 图 ， 


A9 一 05 
@” 这 里 我 们 假设 , 在 根 x 中 ,没有 任何 一 个 根 位 于 虚 抽 上。 
@ 看 复 半 面 上 , 与 复数 2 对 应 的 点 称 为 复数 z 的 附 标 (a 由 HEC)。 
@ ”这 个 准则 最 先 被 米 哈 依 党 夫 用 于 自动 调 背 系统 的 研究 中 。 因 此 ,在 技术 文献 
里 ,稳定 性 几 休 准 则 常 称 之 为 洲 哈 依 洛 夫 准则 ( 刊 据 )。 
@ 条件 1) 意 味 萤 f(X) 没 有 剥 虚 根 。 


ie 
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此 中 中 是 多 页 式 了 (的 式 数 (有 
图 48, 这 是 %=6 的 情况 )。 

应 当 注 意 ， 对 于 稳定 多 项 
式 吕 , 当 w 由 0 变 到 二 ce 时 , 幅 角 


8 将 单调 改变 。 这 可 由 公式 
外 (Co ) 一 D>_arg(io — Ny,) 
R=1 


图 48. 看 出 , 因为 这 样 的 多 项 式 , 其 右 端 
每 一 项 都 是 的 单调 递增 丙 数 。 
例题 ， 设 GQ)=%5 十 5M 十 14083 十 LI 十 7X 二 22， 由 (iw) = 二 UV (6w) 十 
二 4V Cw), 其 i 
六 (wo)=5o4 一 Ttwz 十 2， V0) = 10w247). z 
为 了 作出 (io) 的 端 图 ， 我 们 注意 ，7(0) = 2 而且 当 o=0 和 w=wl w=w， 
&0 一 ol 和 oz) 时 ,了 (wo) 变 为 需 ; 平方 天 of 和 w?2 由 二 次 方程 决定 : 
w=5—MV18~0.76; o2 一 5 十 AT 一 9.24. 
不 难 验证 , (04) 二 0， (oz)>0。 此 外 ,Fr'(0) =7>0。 
内 此 , 当 =0 时 , 问 图 由 正 实 炳 开 既 , 先 向 上 走 , 罕 过 正 不 珊 而 后 久 罕 过 
贡 实 山 ( 当 w=w 时 )、 负 不 机 , 最 后 仍 回 到 正 实 朝 ( 当 w= ws 时 )。 央 为 n=5， 
改 当 w> 之 后 , 啤 图 便 不 再 罕 过 坐标 策 ， 而 于 第 一 象限 内 (U0, > 汪 0) 走 


向 匹敌 运 。 辣 时 , 当 一 十 c 时 ，t 好 0= 全 一 十 cc。 因 此 ， 
Ag= 5 
即刻 (X) 是 稳定 多 项 式 。 
由 于 f(X) 的 系数 会 是 正 的 , 而 且 
z 5 11 2 0i 
6 0 | | 1 107 0 
A2 =| 》 4 一 》 
1 10 0 5 11 2 
0 1 10 了 


改 和 由 人 列 特 尔 - 硕 巴 尔 准 划 册 发 ,也 可 以 得 到 间 样 的 和 结论。 


QD 稳定 多 项 式 也 几 做 鸭 尔 蕉 区 多 项 式 。 
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$ 40， 保 守 系 统 的 微 振动 


如 采取 平稳 系统 在 初始 时 烈 的 位 置 充 分 策 近 它 的 稳定 平衡 位 
置 , 而 且 初 始 速度 的 种 对 信也 很 小 , 则 在 整个 运动 过 程 中 ， 无 其 是 
离开 平生 位置 的 候 盖 还 是 广义 速度 , 按 其 稳 对 值 也 都 将 非常 小 ,这 
种 情况 ， 束 使 得 我 们 可 以 在 运动 微分 方程 中 仅 保 浪 偏 闫 和 速度 的 
线性 项 ， 而 将 其 高 阶 小 项 丢掉 。 干 是 ， 运动 微分 方程 便 成 为 线性 
的 ， 节 向 题 伐 威 性 化 了 。 这 一 节 栽 们 将 讨论 保守 采编 运动 方 和 
的 线性 化 问题 。 / \ 

n 自由 许 保 守 系 统 的 动能 和 势能 可 以 通过 独立 坐标 gq; 和 广 
义 速 度 0ix 三 1 2) 写成 如 下 形式 : 


T= 二 > Cin (1 In) Gd 开 一 IT(91 Ga (1). 


$3 二 1 
仿照 前 一 前 那样 ， 将 坐标 原点 q1 一 … 二 qn 一 0 取 在 平衡 位 置 
上 , 并 在 此 位 置信 开 =0。 将 系数 asp(qi,…, qn) 按 坐标 的 完 展 成 
级 数 : 
ia(gD 7 gn) = n+ (by k= 1 0 (2) 
式 中 Qi 一 Ci 人 CO *…, 0) (Usp = pi; 2 大 一 1 02) 是 稍 数 。 将 系数 
的 这 些 表 达 式 代入 动能 公式 (1), 划 得 : 
一 一 3 CipTiqpT (x#), (3) 


11 
其 中 (人 xx) 表示 9; 和 g;(% 二 1，…,2) 的 三 次 及 更 局 次 项 的 和 。 
将 状 能 也 摊 华 标的 状 展 成 般 数 . 
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oll J] < / 9 ) 
[ 一 1 一 可 
[= En 5 git 3 5 > (3 《Cs 
前 已 物 定 : Jp 一 0。 此 外 , 在 告 衡 位 置 广义 力 等 于 震 : 
2=( 远 ) =0 (%=1,.…,n). 


z ogi /0 
因此 , 夺 引 和 人 人 记 革 
2” 开 ) . z 
Ci 一 Cip = Cp k=1,-.…, Nn (+ ) 
丫 (下 元 人 所 i 9) ) 9 


则 势能 便 可 以 写成 如 下 形式 : 


= 5 Cipg: gy + (**), (5) 


+ 有 一 1 

在 公式 (3) 和 (9) 中 ,于 探 gi 和 9x 的 三 次 及 更 高 次 小 项 ， 则 动 
能 和 委 能 可 以 写成 常 系数 一 次 型 的 形式 
T= aindidin, I 3 Cipdidyp » : (6) 

1 太一 ] $9310=1 

其 中 aip =dpiy Cip= Cmi(t, k=1,.…,n). 

由 动能 的 物理 总 义 可 知 ， 局 有 个 宇 0， 由 于 我 们 假 裕 平衡 位 监 
不 是 奇 点 2@， 所 以 只 村 不 是 所 有 的 广义 速度 同时 为 雳 ， 便 永远 有 


人 二 0， 即 二 次 型 5 Qip9i4s 二 2T 是 正定 的 : 


43k=1 


> Undiqp> 0 526:>0) (7) 


4 而 一 革 《一 工 
其 次 , 为 了 保证 平衡 位 置 的 稳定 性 , 根据 拉 格 朗 日 定理 ,就 要 
求 氛 ; 能 在 半 衡 位 置 有 严格 极 小 值 。 由 于 JI = 0, 这 台 意 味 着 在 坐标 
原点 的 其 邻 域内 ， 


® 上 见 第 私下 的 脚注 。 
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旧 一 次 更 (8) 力 是 毕 标的 二 奖章 来 丽 数 。 因 之 ， 不 等 式 (8) 将 在 除 
坐标 原点 而 外 的 整个 空间 处 处 成 立 , 而 在 坐标 原点 此 二 次 型 为 需 。 

换 句 新 襄 , 势能 也 可 以 写成 坐标 的 正定 二 次 型 。 

我 们 从 人 和 开 的 表达 和 陈 (6) 肌 发 来 建 蒂 拉 格 朗 晶 方程, 得 : 


(opgp 十 Cipgp) 一 人 (一 1 7) (9) 
b=1 
现在 来 找 这 个 线性 微分 方程 租 如 下 形式 的 特 解 : 
Gi=Wsin(wt ta) (t=1,.…,%), (10) 


如 对 十 所 有 的 坐标 有 同一 个 括 弯 w 和 同一 个 第 数 & 的 谐振 动 。 
将 9 的 表达 式 (10) 代 人 微分 方程 组 (9)， 工分 
A 二 00， z (11) 
则 当 科 去 sin(ewt 十 Q@) 之 有 古 ， 我 倍 便 得 到 一 组 代数 方程 ， 它 关于 报 
幅 ww 了 是 线性 的 : 


FS_ cip—Naip) ug =0 (一 | 1). (12) 
b=1 


因为 待 求 握 动 的 所 有 振幅 wi 不 应 全 为 雳 ， 故 齐 次 方程 (13) 的 系数 
行列 式 必 须 等 于 零 ， 


QD 当然 , 也 可 能 出 现 这 样 的 情况 : 图 数 下 (gb 92) 在 略 去 (* * ) 项 之 前 ,在 化 
标 原 点 有 严格 极 小 做， 而 在 略 法 这 些 项 之 后 ， 在 原点 有 非 严 格 极 小 值 ( 例 如 ， 工 = 
=c2(0g1-F + ga) td gl t+ gn), c>0, >0)。 但 是 ,我 们 认为 这 是 特殊 情况 , 不 
得 考虑 之 列 。 在 这 种 特殊 情况 下 ， 酷 去 下 中 的 人 《* * ) 项 是 不 行 的 。 这 样 做 的 结果 将 
使 运动 图 和 象 变 得 壮 且 全 非 。 z 

如 里 然 实际 上 涛 幅 是 浴 移 对 和 值 luil， 但 这 颗 我 们 就 将 ti 时 作 关 于 坐标 i; 的 谐 、 
振动 (10) 的 振幅 ; 而 入 振 动 C10) 妆 上 =0 时 ) 的 初 相位 ， 当 如 >>0 时 是 m 当 2U<0 时 
大 一 Q。 


本 


We 
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Ci 一 入 011 C19 一 信 C19- ”一 入 CID 


Co21 一 人 0Qeol Coa 一 和信 Coo Can — Mon 
二 人 0. (13) 


Cnl™— Mlnt Cn2 —AQne*' Cnn 一 入 Ce 

` 展 开行 列 式 之 后 , 在 左 端 各 得 到 个 关于 入 的 % 次 多 项 二。 因 
此 ， 所 求 的 谐 和 和 解 (10)〉 的 频率 平方 和 =w 应 满足 % 欢 代数 方程 
(13)。 方程 (13) 称 为 长 期 方程 或 频率 方程 。 

对 于 方程 (13) 的 每 一 个 根 ,都 有 微分 方程 组 (9) (包含 一 任意 
常数 & ) 的 一 组 特 解 (10) 与 之 对 应 。 在 此 特 解 中 w=wA 和 。 

现在 将 前 面 万 导出 的 公式 号 成 矩阵 形式 。 为 此 ， 引 和 两 个 对 
称 的 正定 邵 障 由 


W111 in C1 "** Cin 
和 A= lawl = ， =)erwl = (14) 
QT ‘Unn Cat CC 
和 矢量 列 / 
di Wl 
G 一 | : |， w=|: (15) 
qn Un 
(tt 是 振幅 天 量 )。 于 是 , 微分 方程 组 (9) 可 写成 如 下 形式 
z Ag+Ca=0. / (16) 
恰 解 (10) 可 写成 
q=usin(wt+o). (17) 
将 解 (17) 代 人 方程 (16) 而 得 到 的 代数 方程 组 (12) 有 如 下 形式 : 
(CC 一 和 人 AI)z=0 (N=w’).. (18) 


频 秦 方程 可 以 写作 : - 


Ei 
中” 如果 与 对 称 托 障 入 =| ci 相对 应 的 二 次 型 > ad 9i9k 是 正定 的 ， 则 
ish=1 
称 和 矩 障 4 为 正定 的 。 
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det(C—AA)=0 (\=w’). (19) 
为 了 证 明 长 期 方程 (19) 的 根 永 远 是 正 实 数 ， 我 们 先天 竹 继 守 
系数 二 次 型 的 知 干 性 质 。 
每 个 二 次 型 人 qioi 都 和 一 个 双 线 性 型 >， intivp 相对 
t+:io=1 td’1k=i 
应 。 对 此 双 嫌 性 型 ,引入 如 下 的 简写 志 号 : 
A(w, DD) 一 p3 Wi Vp. 
¢;b=1 
这 样 , 二 次 型 本 身 便 可 写作 
A(u,u) = > WipUip. 


i hb=1 
不 准 脸 证 双 钱 性 型 的 以 下 性 扩 
1 A(wit+u, 0)= AAC, 1D) + AC, ©). 
2"，A(Au4, 全) 二 入 A(wu, DD)(\ 是 纯 量 ). 
3. A(u, 2)=A(v,u)D. 
还 可 以 证 明 , 对 于 任何 复 失 量 zt 
4 ，A(w, 忆 是 实数 @@。 
事实 上 ， 才 分 = 二 2 十 iww (DO 和 好 都 是 实 的 矢量 列 )， 其 根据 
上 一 3 , 便 有 
(tt 1) = A(VH ita, vo— tt) = 
= A(v, 0)—iA(D, ww)+iA(w, V) + ACw, ww) = 
= A(vw, 0)+A(w, w). (20) 
“上 式 最 后 的 表达 式 显然 是 实 的 。 


中 和 等 式 1"、2° 不 同 , 等 式 3" 只 是 对 于 具有 对 称 条 数 和 抢 障 的 双 疮 性 型 可 是 正 
确 的 。 
全 在 字母 上 划一 横 线 ， 玫 示 取 其 揽 共 坂 是 。 性 质 4" 仅 对 实 元 素 对 称 矩 中 是 下 
确 的 。 
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由 等 式 (20) 还 可 推 知 
5°， 著 A(u，t) 是 一 个 正定 二 次 型 ， 而 二 0 是 任意 的 复 矢 


量 , 其 
A(u,u)>0 (uz0). (21) 


事实 上 , 车 合 =v 十 ixw, 则 有 (vw, 2) 庆 0, 4 人 (ao oo) 关 0 由 
UU 二 0 可 知 不 等 式 2 于 0 和 zw 才 0 中 至 少 有 一 个 成 立 ， 因 而 关系 式 
A(w, 9)>0 和 A(zw, z) 关 0 中 有 祁 成 并 .。 十 是 由 等 式 (20) 使 得 
到 不 等 式 (21)。 

现在 来 证 明 

6 . 若 入 是 长 期 方程 det(C 一 六 )=0 的 根 ,zz 是 对 应 的 振幅 
拓 量 [ 见 (187) ]: 


Cu= A\Au (u#0), (22) 
则 对 于 任意 的 天 量 v2, 有 : . 
Cu v2)=AA(u, v0). (23) 


事实 上 上, 等 式 (22) 的 纯 量 演 法 为 
D2 ow=N Dawu ($=1, ,1). (22") 


k=1 


今 以 v; 乘 (22') 式 第 2 个 方程 的 湖 端 ,并 接 1 求 和 , 则 得 : 


所 内 
和 
> CipOi 一 入 SD) gipdViUsy 
ff 所 一 下 i 二 1 


即 等 式 (28)。 
现在 来 证 明 ， 与 长 期 方程 二 不 同根 和 N(A 二 N) 相对 应 的 


| 


任意 二 振幅 矢量 u 和 ww 满足 关系 式 吕 
@ 车 在 7n 礁 鹤 间 中 引入 度 最 4， 邵 将 二 次 型 


1. 
A(lu, a) = > a 


了 二 
的 值 理 解 作 攻 明 u 的 长 度 企 方 ,其 Alu,  ) 便 是 矢量 gr 和 wr! 在 此 庭 量 上 的 盖头 于 各 呈 
因此 等 式 (24) 恬 示 出 振 柱 矢量 的 如 下 性 质 ， 污 长 其 方程 不 同 鲁 根 相 对 应 的 氢 注 从 六 
在 度 最 4 之 下 永远 是 相互 止 变 的 。 


ae 
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A(u, 1 ) =0. (24) 
事实 上 ,根据 6°, 如 下 的 两 个 等 式 成 立 : / 
Cu ) 一 入 4 nm ), Ou )=N A(u,u). (25) 
但 和夫 入 。 故 由 等 式 (25) 得 关系 式 (24)。 
现在 来 证 明 ， 由 和 祭 潭 A 和 C 的 对 称 性 以 及 知 阵 A 的 正定 性 ， 
可 以 断定 长 期 方程 (13)[ 或 (19) ] 仅 有 实 根 。 
事实 上 , 假 届 入 是 长 期 方程 的 一 个 根 , 且 对 应 的 复 矢量 zw 二 0。 
是 入 也 是 长 期 方程 的 根 ， 对 应 的 振幅 矢量 为 二 由 于 入 大 NX, 则 
如 前 所 证 ,4(a 下 =0, 和 不 等 式 (21) 矛 盾 。 
若 入 是 实 的 ， 则 对 应 振幅 多量 zx 和 #0 也 可 以 取 成 实 的 。 于 是 ， 
当 全 (23) 中 的 二 时 ,并 注意 到 A(wu, zo) 二 0, 便 有 


_- OU(u, u) 
A(u, 22) 


入 (26) 


但 在 我 们 所 计 花 的 情况 下 ， 二 次 型 Clu, wu) = 了 2 cout 也 是 正 


1 Eb=1 
定 的。 于 是 ,不 仪 44 号 二 0 还 有 Cr z) 二 0。 因 之 ,入 >0。 
因此 ,长 期 方程 (13) 有 % 个 正 根 六 ,和 它 相 对 应 的 是 实 的 正 频 
率 ;二 MA; 和 实 的 振幅 矢量 (j=1,…,n)。 
我 们 先 来 考察 当 长 期 方程 所 有 的 根 互 不 相同 时 的 情况 。 与 每 
个 Xi 相对 应 的 是 振幅 舌 量 为 wj 的 特 解 
q =uj8sin (wt ita;) (wj;=~NM AN;), (27 ) 
而 天 量 由 的 坐标 妇 ay 应 满足 线性 方程 粗 
So — Naiw) ny=0 ($=1,.*, 1)) (28) 
Es=1i 


或 矩阵 形式 的 方程 


QD ”由 等 式 (29) 可 知 ， 在 笑 式 4 (uu =0 成 立 的 同时 ， 等 式 C (Cu, wo)=0 志 成 
并 。 
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(GC—NA)u;=0. (29) 
因为 微分 方程 租 (9)[ 或 (16)] 是 线性 的 , 故 解 (27) 的 常 系数 线 
性 租 合 仍然 是 该 方程 租 的 解 。 因 此 ,在 任意 常数 Ch wj, 
%) 之 下 ， 
q= > Ousin(wjt tan (w= /Ns; j=1,%,n) (30) 
j=1 
是 方程 组 (9) 或 (16) 的 解 。 我 们 来 证 明 公 式 (30) 包 括 系统 的 所 有 
。 首先 证 明 % 个 振幅 矢量 二 (j 一 1, …,%) 太 性 无 关 D。 事 实 上 ， 
>onu;=0. 
j=1 


那 末 对 于 任何 固定 的 tC1<b<n), 便 有 
-Aw 2 > 7 )= > A(up, us). (31) z 


但 当 & 寺 7 时 ， 4(24w, 14;) 二 0， 当 = 二 7 时， Alup 一 0。 因 之 ， 由 
等 式 (31) 便 有 
z op=0 (£=1, ,7), 
即 矢量 za … un 不 可 能 线性 相关 。 
现在 来 选择 公式 (30) 中 的 任意 常数 0, 和 oj 合 之 清 足 预先 给 
定 的 任何 初始 条 件 
qi(0)= qio, qi:(0)= qi0(1=1,*,%)) (32) 
或 按 祭 阵 形 式 写成 
gq(0)=qo, q(0)=qgo. (33) 
由 公式 (30) 得 : : 


四 对 于 A 是 单位 矩阵 的 特殊 情况 , 这 个 给 断后 在 $ 37 中 证 明 过 。 
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扩 
他 0 一 >_0; sin Qt;, 
jd 


(34) 


Ei . 
qo= >. WiC ;C08 Qj. 
j=1 


根据 天 量 w;(j= 二 1,…,m) 的 线性 无 天性 ， 由 此 即 可 只 一 地 确定 来 
积 Cjsina; 和 oiCycosai 又 因为 oj 十 0, 故 任意 带 数 Cj 和 0;(3 = 
二 1,…,%) 的 值 也 被 唯一 确定 中 。 
因此 , 在 长 期 方程 无 重 根 的 情况 下 , 公式 (30) 包 括 了 系统 的 所 
有 振动 色 。 
若 频 率 方程 大 重 根 , 则 仍然 可 以 断定 ， 在 任何 m (频率 方程 不 
同 的 棋 X; 的 个 数 ) 的 情况 下 , 仍 有 形式 如 usin (wt 十 oa) 的 解 。 
拉 格 衣 日 贫 轻 认为 , 在 重 频 率 的 情况 下 ， 方 程 租 (9) 的 通 解 不 
得 有 (30) 的 形式 ， 在 公式 (30) 的 右 问 将 有 如 下 形式 的 所 谓 长 期 项 
出 现 : | 
(uu t+ t+) sin (wt +a). 
但 是 拉 格 朗 日 弄 错 了 。 正 如 后 来 维尔 斯 特 拉 斯 所 证 明 的 那 
样 , 对 于 每 个 p 重 根 Aj, 线性 方程 组 (12) 恰 好 有 ?2 个 线性 无 关 解 与 
之 对 应 , 即 对 于 每 个 2 重 根 入, 都 可 以 得 到 Pp 个 如 性 无 关 的 振幅 舌 
量 。 因 此 , 即使 有 重 频 率 , 也 有 妈 个 线性 无 关 的 手巾 天 量 存在 ， 借 
这 些 振幅 矢量 所 构成 的 公式 (30) 便 输出 在 此 情况 下 的 通 解 。 
振动 
q=Ousin(ot +o;) (7=1,.…,n) (35) 
称 为 系统 的 主 振动 ， 由 主 振动 可 以 构成 系统 的 任何 振动 。 
oi 可 确定 到 相差 一 常数 项 的 精确 程度 , 这 个 常数 项 等 于 2r 的 整数 培 。 
四 ”振幅 矢量 uj 满足 关系 


r z 
Alupy an) = 之， qipatjaih=0 (4 hh=bs). 
er =1 
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在 一 般 情 癌 下 (草包 括 存 在 重 斤 春 的 情况 访 公式 (30) 的 严格 
推导 可 供 下 和 所 请 的 7 得 正 坐标 方法 输出 。 在 这 个 推 守 中 ， 长 期 
方程 的 重要 不 再 来 现 出 任何 竹 殊 性 。 

例题 . 耦合 把 。 质 量 为 既 , 长 为 1 的 两 个 相同 的 数学 摆 ， 其 悬挂 点 位 于 


网 一 KK 沾 订 世上。 在 摆 E 上 痪 南 挂 氮 为 玉 40 生 As 和 肥 1 地方 ， 用 强 昌 将 两 个 摊 联 
AAA AAA 等 起 来 。 当 两 个 择 者 在 得 和 位置 时 ， 强化 
vv | 处 于 自由 状态 。 求 由 柔 攻 在 锥 直 平 面 内 的 

vo ne 捧 涝 6 
9 | 我 们 取 近 与 刍 赴 赔 之 间 的 兴 角 p 和 y。 


I 作 : er 49)。 丰 个 衡 位 道 ) pj = 一 py 一 


EC hh i 


| 蜂 去 夯 阶 小 景 , 强 繁 的 健 长 | sing, 一 
' 一 singj| jg 一 9j。 央 此 , 在 所 共 的 情况 
图 49. 下 ， 


T= ml? (91++ 92), 


21 ,V2 
=mgl(l— cose1) tgil(L— cosgs) 二 如 一 于 一 


= 二 myi (9i 十 32) + hg p1) + 
河 在 中 上 和 方 项 , 最 后 使 有 : 


= 地 4(99 十 53)， 


1 ， 
I= (91++ 92) — boi9g, 


其 中 
ao=m!l’, c=mgl+Yh:, b=7Yh. 
眶 座 方 程 为 : : 
C 一 入 C 一 如 0 ( 2 
—b CC—Ad | 
确定 主 振 动 振幅 的 两 个 方程 (这 两 个 方程 不 独立 ) 中 的 一 个 为 : 
Np po = 2 
(CC—Aa)ui— bw = 0, bt 
册 频 你 方程 得 ; 
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对 "于 -有 一 了 振动 ) 4 二 tw 三 03 出 
pi 一 Cisim(oit 十 oi)， pa=0i1sin(wti+o) (pi1=92)) 
刘 于 和 二 主 振动 , Wi = 一 如 王 C 部 
91i 一 (asSin(oozt 十 oa) 92= ~ C2 sin (wot 十 oo) 《pi 一 一 92). 

在 种 一 主 振 款 中 , 两 个 捍 的 相位 总 是 相同 的 , 强 筑 没有 伸 箱 , 两 个 择 相 玖 
之 关 没 有 任何 影响 。 在 第 二 主 撼动 中 , 两 个 择 的 相位 永远 相反 。 

将 二 主 振 动 玫 加 可 得 任何 振动 ; 

$1 = Csin (wt toa) i+ 0,sin (wt 十 oo )， 


po = 0 sin (ot To0) — Csin (wt + oo), 


$ 41， 简 正 坐 标 
两 个 站 次 型 
A{q,.9)= > Mipdiqdp 和 OC(qg) = > CipGidk : (1) 
1 二 1 f) 贡 二 下 


中 ,如 果 至 少 有 一 个 是 正定 的 , 例如 A(q,q), 划 总 可 以 用 同一 个 帮 


0;= > ui0; (一 det 二 (0) (2) 


1 
将 它们 同时 化 为 平方 和 9 
‘1(g, q) = 他 oa 0) = Sy (3) 
同时 , 因为 型 C(q;g) 也 是 正定 的 ( 见 840), 故 所 有 入 二 0。 
由 于 广义 速度 9; 和 4 之 半 的 关系 
= Daud, (一 二 和) 


与 9 和 0; 之 间 的 关系 一 样 ， 故 (3) 式 关 一 个 等 式 中 的 yg 入 可 
代 之 以 让 和 急于 是 得 到 动能 和 位 能 的 如 下 表达 式 : 


@ 见 , 例 如 ,前面 第 193 真 上 借 引 用 过 的 “矩阵 论 ” 一 书 第 T 章 ,8 6。 
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[i 


nL 


了 一 lL di = 


上 一 j= 1 
(4) 
ll = 二 < engigs= SN 03. 
tkb=]1 了 一 


变量 gb …，0 叫做 简 正 坐标 或 主 龌 标 。 将 任意 坐标 化 为 简 
正 坐 标的 变换 式 (2) 也 可 以 写成 如 下 的 矢量 形式 : 


多 
q= 0 ” (5 ) 
j=1 
di Wj 
dU 二 : 》 ZL (7 一 1 ……， 1). 
n Wn 


因为 坐标 变换 (2) 是 非 奇 异 的 ， 故 行列 式 det (wi;)?,ys1 关 0， 即 笑 量 
U1 …, Un 缆 性 无 关 。 
利用 7 和 在 简 正 坐 标 中 的 简单 表 过 式 (人 )， 得 此 坐标 中 的 拉 
属 朗 日 万 程 如 下 : 
ONO;=0 (j=1,.,%). (6) 
: 全 一 个 半 术 的 方程 内 包 全 一 个 玉 知 训 。 如 所 周知 方程 (6) 的 通 
解 规 定 一 谐振 动 
0;=O;8in (wt +a)) (j=1,.……,n), (7) 
其 中 0; 和 aj(j==1，…，%) 是 任意 常数 。 将 这 些 表 达 式 代入 公式 
“(5), 则 得 拔 动 的 一 般 公 式 
0 一 ~ SC asin (wt + 0). (3) 
jl 
这 样 ， 我 们 便 严 格 地 证 明了 这 公式 在 最 一 一 最 情况 下 包括 保守 
系统 的 所 有 微 振 动 @。 


中 在 前 一 入 中 , 我 们 全 仅 就 长 期 方程 无 生根 的 情况 证 明了 这 个 公式 。 


下 关系 外 
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在 (8) 式 中 ; 令 0; 和 oj 以 外 的 一 切 任意 常数 都 等 于 零 , 便 得 到 
第 个 “ 主 谐振 动 ” 


rr mr 


d=COujsin (ow,t +0,). (9) 

(在 简 正 坐标 中 , 当 只 有 9; 在 变化 , 而 所 有 的 0; 一 0(i 寺 四 时 , 所 实 
现 的 正 是 这 一 振动 。) 在 前 一 节 中 已 经 证 明 , 频率 的 平方 二 wm?》 满 
足 频率 方程 。 因 为 除了 一 般 公 式 (8) 所 包含 的 谐振 动 项 而 外 , 形式 
如 (9) 的 共 他 谐振 动 对 于 9 不 存在 , 故 = ao (7=1 …m) 是 长 期 
方程 的 至 部 根 。 此 外 , 如 果 某 个 根 在 此 重复 出 现 p 次 , 则 必 有 了 个 
线性 无 关 的 振幅 矢量 wj 与 之 对 应 , 这 些 振幅 矢量 可 由 前 节 的 线性 
方程 组 (28) 或 (29) 来 确定 。 

这 样 ， 我 们 便 重新 证 明了 长 期 方程 的 一 切 根 入 j 都 是 正 实数 ; 
也 重新 证 明了 个 频率 wj=w 入 对 应 于 % 个 线性 无 关 的 振幅 矢量 
(71 

将 g 的 表达 式 (5) 代 大 4(q, q), 便 得 到 : 


Alg, 9) =A Dor Toi )= Bo 4(uoaa)06 (10) 
了 到 工 . hme fh= 1 
另 一 方面 
A(g, q) = >.0?， (11) 
j=l 


将 等 式 (10) 和 (11) 加 以 比较 ， 即 得 关于 振幅 矢量 4 (j= 二 1 个) 
(利用 这 些 矢量 就 可 以 按 公 式 (5) 来 实现 向 简 正 坐 标的 过 渡 ) 的 如 


1 . 
A(u, 2 = 06;j 二 pi i ~ ) 一 1) (12) 
: 


Pa 


QD 换 句 笑 论 ， 在 度量 A( 见 第 202 页 上 的 脚注 介 ) 之 下 ; 医 最 uj(y =1 5) 是 
正 交 的 。 | 
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8$ 所， 周期 性 外 力 对 保守 条 统 振动 的 影响 
假设 除 有 势力 ~ 而 外 ， 在 系 加 上 还 作用 有 某 些 力 ;= 
=Q4(t) (i 一 1，…,)。 今 借 公式 


qi= SW; (t=1,.,n; dot(wi)r,iot0) (1) 


转换 到 简 正 坐标 上 去 。 
和 坐标 gi; 中 的 力 8;:(i 二 4，…,%n) 相对 应 的 是 坐标 9; 中 的 力 
Bi(J = 2)。 我 们 从 力 的 元 蕊 表达 式 


> Qiiqi:= > Dj80) (2) 
‘i=1 j=1 
出 发 来 建立 Q; 和 日) 之 间 的 关系 。 / 
注意 , 由 公式 (1) 可 得 
dqi= > ,ud0; (一 二: 0 (3) 
志 


将 3g; 的 这 些 宪 达 式 代入 等 式 (2), 便 得 到 : 


2.(> wis ) 80 ;= >_9,69,. (4) 
j=i i™1 j=l 


由 此 , 售 简 正 坐 标 独 立 增 量 89; 的 系数 相 和 锋 , 便 得 到 : 
8j= > li 人 (9 一 1 ). (5 ) 
“t=1 z 
”因此 , 若 借 希 障 口 = lei 可 将 “ 老 坐 标 ”9 通过 “新 坐标 ”9， 
表 出 : | 
1 一 Wi 十 ti 十 十 2 人 
d2 一 LA 证 Was22 十 十 2onppy 


二 (q=U0, detU+0), 
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qn = Unifhi + Unods tt Unndn, (6) 
则 “新 的 ”广义 力 oj 可 借 转 置 年 隆 U' 通过 “ 老 的 ”广义 力 人 
表 出 : 
Hi = Wt ns 
Hs = Wo Uo Wat no ny 
On = Wn Qi1+ WanQ2+ + Un On 
将 矩阵 公式 q=09 和 QQ= (U0U')-18 进行 比较 ， 就 可 以 看 出 ， 
当 由 坐标 过 减 到 力 时 , 变换 年 阵 口 为 寻 阵 (UD) TD 所 代 赫 。 
也 可 以 用 这 样 一 句 话 来 襄 ， 广 义 力 的 变换 与 华 标 的 变换 
相 友 名。 
知道 了 如 何 按 给 定 的 W; 来 确定 89; 之 后 ， 便 可 以 利用 前 节 中 
关于 和 1 的 类 述 式 (4) 写 出 得 正 坐 标 中 的 拉 格 角 晶 方程; 
0+to0,=0t) (j=1,.…,n). (8) 
我 们 以 她 (3 二 1,…,n) 表示 方程 (8) 的 任意 一 组 特 解 。 于 是 ， 
方程 (8) 的 遂 解 为 : 


(B=U'Q). (7) 


Oj=O ,sin (wt +a;) + 0 (j=1， …,n). (9) 
充 @jx( 引 是 频率 为 的 正 续 型 周期 力 : 
Q(t) = A,sindt, : 《10) 
则 不 难看 出 ， 可 取 
A; | 
GF FE 一 sin(}t (11) 


作为 方程 (8) 的 特 解 。 如 要 B;( 和 (i 二 1,…，%)， 因 而 9(1) (j= 
= 是 以 为 周期 (频率 Q= 2) 的 任意 周期 力 ， 划 9)(2) 
可 以 展 成 往 里 袁 级 煞 : 

@ 车 过 =1ei 导 是 正 交 矩阵 ,由 (CD)-1= 已 册 而 力 和 坐标 投 同 一 廊 式 变换 。 


在 坐标 变换 为 非 各 性 变换 的 一 般 肖 况 下 , 广义 力 的 变换 和 坐标 微分 的 变 撰 相 
反 。 : / 
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Q(t)= DD Ansin (mANt + pn) (j=1,.…,n). (19) 


m=0 
于 是 , 由 方程 (38) 的 线性 型 可 知 
-5 A 5 TE sin(mOt yjm) (j= 1 n). (13) 
若菜 一 个 m0Q 和 wj; 重合 ,而且 对 应 的 4jm 亲 0， 则 对 于 坐标 
0; 将 出 现 共振 现 家 。 : 
将 9 的 表 达 式 (9) 代 入 公式 
q= >,0u;s 
f=1 
则 得 
G 一 G 十 dg ， (14) 
其 中 
q = SO Sin Cot 十 cy) (15 
j=1 
是 自由 振动 , 而 
q*= > Ou; 
i=1 


是 系统 的 强迫 握 动 ,uj 是 坐标 为 wj, wj …, tj(j 二 1,…,n) 的 振 
幅 矢 量 。 


§ 43。 保守 杀 桩 频率 的 极端 性 质 ， 频 率 随 邓 入 惯性 和 痢 
性 而 变 的 瑞 利 定理 ，. 物 束 对 频率 的 影响 


”在 .8 41 中 我 们 便 普 时 险 了 过 渡 到 简 正 坐标 如 …, 9 的 非 奇 
异 线 性 坐标 变换 


* 这 个 标题 原 书 为 “的 束 的 施加 ”(Haxoxenne CBH36 站 )， 为 了 更 明确 地 标 出 正文 
内 容 , 详 者 将 它 改 成 这 样 。 
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g= Sa, GD 
或 数量 形式 的 写法 
Gi = Su (t=1, ,Nn; det (wi)i, so1 FF0); (1') 
在 简 正 华 标 中 ,二 次 型 @ 
Alqg, q)= Pang C(q, q)= DL omg0 z (2) 
有 如 下 的 简单 (“正则 ”) 形 式 : : 
Alg, 0= >, 0(q,q) -> BL (3) 
往 后 我 们 将 认为 主 振动 的 标号 是 按 频 率 增 大 的 顺序 排 的 : 
. D1 人 Wo nn. (4) 


”我们 来 考察 对 于 任意 的 g 二 0( 也 就 是 对 于 01; …, ;的 任 音 一 
组 不 同时 为 需 的 值 ), (3) 中 两 个 二 次 型 之 比 : 


C(q, gq) oO od .+ a (5) 
z A(gqgq) 外 二 大 十 … 十 风 
将 上 去 分 子 中 所 有 的 oy 都 换 成 小 于 或 等 于 它 的 数 w?, 则 得 : 
Cg, 9) - 2 
A(g,q > W1. (6) 
力 一 方面 从 公式 (5) 可 以 直接 看 出 ， 当 =…=0, 二 0 时， 比值 
C(g, q) ， 012 
A qj 将 运 到 1。 因 此 ， jo 
9__ ，， dd | 
C1 min ea o) . (7) 


中 UCU(g,9) 为 势 骨 的 二 倍 ;将 二 们 动能 表达 式 4(9,9) 中 的 9 的 成 g 邵 得 A (gq 
9 )o | 
四 ”如果 在 数 轴 上 取 7n 个 由 wf 了 ，w2,，…",， w2, 在 每 个 点 上 放置 一 个 质点 , 它们 的 
质量 分 别 为 m1=63，mz=02,…， ma =02, 则 按 公式 (5), 比值 寂 [9u 9 就 应 当 是 这 些 
局 的 质量 中 心 的 任 标 。 由 此 立即 可 得 关系 式 (6) 和 (7), 因为 质量 中 心 总 是 在 二 边 算 此 
之 间 , 而 县 当 边 上 一 个 点 以 外 的 其 它 各 点 质量 均 为 轮 时 , 质心 便 落 在 蔽 点 上 。 


一 mm 一 
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现在 在 系统 上 施加 -一 线性 齐 次 料 束 中 : 
Liqg1 t+ logs ** oO b> >0) (8) 
¢ 呈 1 
信 变 换 (1) 将 这 里 的 G1 G2 "°°" (nn 用 简 正 坐标 才 出 ， 则 在 简 正 
坐标 中 和 煌 束 仍然 是 线性 齐 次 的 : 
ea (8") 
我 们 将 狗 束 (8) 或 (8 ) 都 简单 地 写作 
L=0. 
显然 ,总 可 以 找到 出 和 妈 这 样 的 值 : 它 和 加 =… 一 四 =0 一 起 消 
足 约 束 方 程 (3 )。 对 于 相应 的 9, 按 公 式 (5) 贷 有 : 


Cl(q'q) q) _ IO? 十 022( 塌 2 <S2 
A(g, Alqgq) 2 +0s 及 


因 之 ,及 


min -< 2. (9) 


现在 给 物 束 工 =0 以 变更 ， 出 不等式 (9) 的 左 端 将 发 生 改 变 ， 


,但 却 永 还 小 于 或 千 于 w3。 在 形式 为 摧 =0 的 欧 束 (其 有 =1,12= 


一 … 一 下 =0) 之 下 ， 比值 所 (由 公 趟 


D 如 果 答 的 是 非 生性 移 来 , 而且 玉 衡 位 置 满足 锡 束 方程 , 则 蒋 束 方程 左 赔 的 塞 
航 数 展开 式 中 天 自由 项 : 


nn 
Hi91 十 42292 七:… 十 D9n 十 > LixQiQi + =0, 
it:'B=] 


此 外 ,我 们 还 假设 线性 项 的 确 存在 ， 3 于 是 ， 当 赂 去 一 阶 及 更 贞 阶 小 最 的 


1+ 过 1 
项 之 后 , 葛 束 方 程 便 可 以 写成 (8) 的 形式 。 


加 不 千 式 (9) 左 方 的 符号 表示 当 儿 最 9 二 0 满足 约束 方程 (8) 时 ， A 的 最 


-小 值 。 
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Cg,g) watot ontn 
A(g,q) 02 十 … 十 2 

给 出 , 因 之 ,[ 与 公式 (5) 和 (7) 相 类 做] 有 , 


minC (g, gq) = 2 
用 一心 4 (g， aq) 


因此 , 在 所 有 形 如 工 =0 的 物 束 中 , 最 


min 
oA(g,q) 


在 绊 束 由 =0 之 下 达到 最 大 个 wz。 因 之 ， 
( 49. 9) (10) 


Naxx min ea. a 9 


来 代 寺 一 个 约束 了 =0. 可 以 在 系统 上 施加 若干 个 约束 Li:=0， 
7 一 0 仿照 在 一 个 物 束 的 特殊 情况 下 所 作 的 那样 , 可 以 证 明 
co 一 max min CS Ch- (h=2,.…,n). z 11) 
LA = -0 
公式 (7) 和 (11) 未 示 出 保守 系统 频率 的 极端 性 质 。 这 些 性 质 
有 了 时 极 称 为 最 人 最 小 性 质 。 


介 闪 会 式 (7) 和 (I DD) 不 难得 出 类 们 的 公式 : 


2 sa， 2 
0 (gqg, )) . 
2 ,= 一 — 
wn min Aah Cog (h=1, "0 nO—1). (11’) 
Lh=0 


由 等 式 (7) 和 (11) 所 表示 的 主 频率 极 问 性质 有 时 称 为 地 小 最 大 性 质 册 。 


| 


| 除了 给 定 的 系 绊 而 外 ,我们 再 考 综 田 一 个 保守 杀 统 ， 它 的 动能 
和 势能 分 别 为 
@ 上 央 标的 极端 性 质 是 德国 数学 家 BB， 改 合 尔 (Monatshefte fiir Math, und 


Phys., 16 (1905), 234 一 249) 和 PP， 唐 苦笑 (Veitschrift fir angew. Math. und 
Mech, ,2 1922), 2183 一 280) 硅 立 的 。 


t 
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A(q, q) = 5 Gndidk, 0(g, 4) = 1 5 Csnqiqn» 《12) 


2 ;AD ++i=1 

主 频率 为 

1 雪夫 …< 委 On (13) 
对 此 系统 , 有 _ 

@1= min CL 9) ， (14) 

A(gqg, g) 
wi 二 max min Cg q) (h=2,:%…,n). (15) 
£10 A(q, aq) 
byl =0 


假 阅 新 系统 和 原 系 饮 相 比 惯性 相同 , 出 性 较 大 , 即 对 于 任何 
上 
A(q,q)=A(g,q), C(gq,q)>0(g,q), 
或 者 是 : 持 性 较 小 刚性 相间 , 妈 
A(g, gq)<A(gq,qg), C(qg.q)=0(g,q). 
在 丙种 情况 下 , 对 于 任何 9 去 0, 都 有 : 
Clq,q) q) Clq,q) 
A(qg,q) qa) Ala,q) (18) 
因而 这 两 个 比 式 的 最 小 入 和 最 大 最 小 值 也 以 同样 的 不 尝 式 相 联 
系 , 即 根据 公式 (7), (11), (14) 和 (15), 由 不 等 式 (16) 便 可 断定 
二 (j=1,.…,n). (17) 
同时 , 只 要 恒等式 
Cl(q Ogqgq) Clgq,q) 、 
A(g,q) q) A(g, gq) (1 
不 侯 注 足 , 关系 式 (17) 至 少 有 一 个 二 号 成 并 @。 
二 是 ， 得 瑞 利 定理 名 如 下 : 
@ 事实 上 , 按 公式 (5), 在 oj=5jCj=1,…,n) 的 情况 下 ,恒等式 (18) 成 立 。 


加 ”这 个 定理 是 英国 物理 学 家 瑞 利 于 1873 年 建立 的 (Peaeii IhE. B.，Teopns 
3aByKa, M.,1955,7.1, SRR)。 


$ 45、 保守 有 系统 蚂 开 的 极端 性 质 947 
当 增 强 系 综 的 刚性 或 减弱 系统 的 异性 时 , 主 频 率 增高 0。 


我 们 来 看 绚 束 的 施加 对 保守 系统 主 频 率 的 值 和 wa 和 … 到 
<wn 有 什么 影响 。 
设 在 系统 上 有 s 个 独立 的 嫉 性 煌 束 作用 着 : 
T=0, Lo=0,.., L.=0. 
假设 如 此 所 得 到 的 % 一 s 个 自由 诬 的 保守 系统 的 主 频率 为 


of <of <…<o%-s。 在 此 ， 


C(g, gq) : 
*2 一 - 19 
人 4 (19) 
2 =0 


”将 公式 (19) 与 公 式 (7) 和 (1D (此 时 4- 1= 8 加 以 比 坊 我 们 便 得 ， 
到 : | 
QEOF EW : (20) 


对 于 任意 的 hn 一 8, 则 有 


ex 一 max min re (21) ， 
3 


这 里 , 约束 厂 =0,…， 太 =0 是 固定 的 ， 而 移 东 五 =0…， -=0 
划 是 可 变更 的 。 海 等 式 (91) 和 竺 式 (11) 以 及 公式 


2 一 MAX 加 in 和 
- Lys-1=0 
(其 中 s- 一 1 个 狗 束 全 都 是 可 以 变更 的 ) 加 以 比较 , 便 得 到 


WA 委 Oh+s (R=, 了 一 3) (22) 


(22) 式 表明 , 当 施加 。 个 独立 攻 束 时 ， 前 一。 个 主 频率 每 个 


@“ 主 颖 率 的 二 大 程度 , 在 增强 删 度 的 情况 下 可 以 按 C(9，9) 与 C(9，9) 之 差 来 


估计, 在 减弱 惯性 的 情况 下 可 按 4(9, 9g) 与 4(9, 9) 之 郑 来 估 诗 ( 息 下 arxaxep 下 .了 ， 


下 Kpenn 人 下.，DeIIBEIITSHHOHHII MATDHIIB HH XID& H MTHB KONCGOABHA Me- 
XaBHJeCKHX CHCTEM, HA, 2， 1950，3 章 ，8 10)。 
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都 要 增 大 (严格 地 说 是 : 你 个 邦 不 低 于 原 求 频率 中 序号 相同 的 那 一 
个 一 一 详 者 ), 但 不 超过 不 玉 主 独 罕 中 压 史 比 它 人 的 那 一 个。 
{， 作 为 上 述 论 断 的 一 个 应 出 ， 我 们 来 征明 长 期 方程 A(X) 三 det. (ec 让 一 
一 X42,x21 二 0 的 根 和 三 和 三 … 三 和 和 方程 
A1(AM)=det (ci — Mn)til1 0 
昌 根 XI 筷 … 三 Xn-1 依次 相 出 , 即 
和 ASMENENME. EM EM,. (23) 
挟 上， 方程 A1L( 和 ) =0 是 对 原 和 柔和 统 施 以 q, =0 的 约束 之 后 而 得 到 的 保 
守 采 和 萄 的 长 期 方程。 因 之 , 当 舍 人 二 w( 大 一 二 一 oj 一 1 一 工 ) 
时 , 让 邯 可 由 不 等 民 (32)H 时 s= 1 得 不 等 式 (23 )。 
= 我 们 再 指 时 一 个 非常 有 上 郝 的 事实 ， 来 说 明和 约束 的 施加 使 频率 改变 的 
这 个 戎 断 。 大 家 知道 , 用 手指 矢 尖 玻璃 杯 ， 就 能 确定 它 有 无 筑 儿 。 这 是 因为 
没有 笑 笑 的 怀 子 的 质点 ， 拒 有 殉 继 的 杯子 的 质点 受 有 更 多 约束 之 故 。 因 之 ， 
二 天 桂 必 于 购 振动 频 牵 应 当 坊 高 。 


$ 44， 弹 性 系统 的 微 振 动 


作为 保守 条 料 微 振动 的 一 个 重要 例子 ,我 们 来 考察 n 个 质量 wy ma，…。， 
my 它 个 分 别 被 集中 在 强 性 柔 箔 S( 避 , 杆 ， 腊 ， 板 等 ) 的 % 个 点 (1)，(2),…， 
(n). 上 , 对 区 $S 的 大 小 是 有 限 的 , 以 任意 方式 周 定 在 边界 上 。 

设 系 生 3 的 (1) (2),…, (2) 点 的 位 移 ( 搁 度 ) 各 为 yyz，…，yn， 作 有 由 在 
质量 mp mp … mn 上 的 力 各 为 Fa …, 下 它们 相 五 盏 行 , 因而 可 用 代数 
量 来 确定 (图 50)。 拉 魔力 ，3，…，9%n 可 以 看 作 季 竹 的 独立 坐标 ， 谢 力 丽 ，. 

了 3 下 则 可 堵 作 与 之 对 应 的 广义 
力 , 因为 这 些 力 的 元 功 等 于 


2E 
> _Fiay. 


. 4 一 上 
敌 3 方面 的 .作用 在 质量 m0 ma mn 上 的 弹性 力 FY ,要 ，…，FX 作为 力 


四 AIAA) 是 行列 趟 AGA) 的 第 2 一 工 阶 主子 式 。 有 时 也 说 ， 不 等 式 (23) 表 达 了 长 
期 方程 要 的 “分 隐 定 理 ”。 不 绎 式 《23) 可 放 来 求 兵 期 方程 根 的 上 不 界 。( 见 ， 例 如 ， 
baOaroB 下 ,M., TeopaH rosedanaii, Locrexn3naT, 1958, 第 106 一 107 页 。) 
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1 下 这 个 在 强 性 力作 用 下 的 邯 个 质点 的 系 入 是 保守 的 ， 而 且 有 一 
定 的 势能 IC yo,… yn)。 将 丙 数 Hy yy yn) 层 域 其 和 极 数 ， 开 在 虐 开 式 
时 只 保 闹 平方 项 ( 显 340)) 则 得 开 的 表达 式 如 下 : 

I >, CiNYiYE (cir = Crs ?天 一 上 ,1). (1) 


ti: =1 


于 是 ， 关于 弹性 力 a 一 -i = 1]， 3 多 )， 便 有 


1 
FY=— cinys CG=1, : (2) 
此 一 1 


慨 平 衡 位 置 y=… =y,=0 是 稳定 的 ， 风 表 势 能 为 拉 度 的 原 数 的 二 次 型 (1) 
臣 止 定 的 : / : 
全 社 
So (To) 四 
k=] t= 1 
对 散 的 动能 有 如 下 的 简单 形式 : 
T= Smt / (4) 
=] 


当 求 谐振 动 衣 ==wisin (wt 十 Qa) 时 (一 如 存 $ 40 中 所 作 的 那样 )， 我 们 便 
得 到 频 奉 方程 


ci 一 IN ci Cin 
Col C22— Mo Con 
ee = Q=0) (5) 
Cnl Cn2 "Cnn— DinA 
和 一 组 确定 振幅 的 代数 方程 
Dewm- Mmisin)u= 0 Go， 0) 
=] 
条 入 有 个 频 从 
wi En / z (7) 


和 对 应 的 振幅 估量 wi az yy uw; 自 出 振动 可 由 全 还 | 


3 
yy 二 > _ Cyujsin (wit + 0;) z (S) 


I=1 


来 确定 ,其 中 Cj 和 aj(j = 了 …,n) 是 任意 常数 , 由 翻 始 条 件 决定 。 


220 第 六 人 章 ” 微 涛 动 


Lm 


设 外 力 下 FF 所 引起 的 表 抄 庆 为 衣 ,，…，Yn。 于 是 ， 力 FF; 和 弹性 力 
和 相互 平衡 ( 序 fi 二 一 下 语 =1,…'n)) 因 之 , 按 等 式 (2), 便 有 : 


Fi= > (i= (9) 


在 研究 潭 性 基业 时 ， 短 叶 C=| cir 的 遂 短 陈 G= 和 gt 即 
人 一 C! 
起 沉重 要 作用 。 
G 可 将 挠 度 0 ya …， yn 从 方程 (9) 解 绰 ， 写成 如 下 形式 : 


= Dur (i=1, (10) 


量 gix 等 于 作用 在 (k) 点 的 前 信 外 力 在 (点 | 起 的 接 度 ， 册 做 (%) 点 对 
() 点 的 影响 系数 (i,k=1…,n)。 由 短 阵 C 的 对 称 性 可 知 , 由 影响 采 数 构成 
的 答 障 G 是 对 称 的 , 即 @ 


ik ™— oi (¢, k=1, 1 ). (11) 
另外 , 出 型 (3) 的 正定 性 可 以 断定 , 二 次 型 G (FE, 请) 是 正定 的 , 妇 
GF,F)= > ,ginFiFr>0 ( D>_F? -中 (12) 
1 =1 到了 


因为 在 变换 (10) 之 下 , 二 次 型 pe 次 型 (12); 


t=1 


3 Ca -二 > mw = 亏 p3 ginFiPy. (13) 


2 'E =1 i=l1 2 ,1 1 

我 们 来 看 钱 性 弹性 对 攻 8 , 序 具有 普通 固定 端的 束 或 杆 。 可 以 证 明 ， 在 。 
这 种 情况 下 , 影 啊 系数 征 阵 G 有 如 下 性 质 。 

1". 和 矩阵 G 的 所 有 任意 阶 子 式 ( 不 仅 是 主子 式 ! ) 都 是 非 负 的 ; 


Gilkl Yiiky 


各 和 站 


@ 得 阵 C 是 非 奇异 的 ( 即 det C 夫 0), 因为 二 次 型 (3) 是 正定 的 。 
@@ 复式 (11) 玫 示 出 所 办 的 已 多 斯 威 尔 互 易 性 原理 : “作用 在 (Kk) 点 的 单位 力 在 
( 急 点 所 引起 的 办 度 ,等 于 作用 在 (?) 点 的 单位 力 在 (&) 点 所 引起 的 接 度 ”。 
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(0 和 计生 和 刘 有 委 人 0 pn p=1,", n). 

2°. 当 |i—k| 专 1H, girx>0C4, k=1, ,1%)o 

3°. 行 询 式 det G= |gixl1>0. 

有 具有 性 质 1，2 ,3 的 生 陈 对 做 颜 动 矩阵 。 

应 当 注 意 ， 任 何 正定 矩 际 G 部 满足 性 质 3"， 以 及 关于 主子 式 的 不 等 式 
1” 和 关于 对 角 线 元 尝 ga = 二 …，0) 的 不 每 式 3 "。 但 是 ， 任 意 的 了 除非 主 
子 式 的 非 负 性 D 和 元 素 gt … 9n-bv 的 下 性 印 都 是 线性 中 性 系统 影 喝 系 数 
洽 障 的 独特 和 性质。 

由 影响 系数 短 阵 的 颤动 性 可 以 得 出 线性 系 芝 弹性 振动 如 下 的 基本 “地 
动 性质 。 

1 ， 所 有 频率 厂 不 相同 : 


Wo 

(1) (21 (1) 
A I ， 2 第 一 主 振 动 (频率 为 o1) 的 所 有 

振幅 wi Wop …; Uni 都 不 等 于 替 ， 而 且 有 

(07) 相同 的 符号 。 

(1) 12) f) (Et)} > 

1} {2 

f7 7) A nN) A 世人 人 

1j-2) 
图 51. 图 52 


3*， 在 频率 为 wj 的 第 j 个 主 振动 中 ,振幅 wj, wzj,…， Wnj 有 j 一 1 次 变 
息 (j 二 4,…,n)( 图 51)。 

疗 动 矩阵 的 研究 以 及 对 看 性 振动 颜 动 性 质 的 给 证 都 超出 了 本 书 的 科 论 
范围 @ 。 

例题 ， 我 们 来 讨论 有 限 长 粥 振动 的 上 古典 问题 : 区 长 为 1, 两 端 固定 ， 终 的 
侈 部 质量 集中 在 二 问 点 问 的 % 个 狂 中 离 点 上 , 且 集 中 质量 彼此 相等 , 都 等 于 
m( 图 52)。 . 


中 包括 和 矩 障 G 非 对 角 粳 元 素 的 非 负 性 ( 朗 当 i 寺 上 时 giz 之 0 的 性 质 )。 

@@ 关于 这 部 分 材料 得 者 可 以 在 下 窗 的 书 中 找到 : 上 LaHTMaXep 多. P. E Kpeiln 
M.TL., Ocmnaanuyaonnne MaTDHIIB 开 AID H MAAIPC KONCOAHEHA MEX8HETECEKBHI 
HCTEM, H31.2, M., 1950。 
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芷 ?区 纱 (色拉 麻 为 4 和 六 31 的 两 点 有 天 的 水 一 段 ) 的 伸 长 (精确 到 四 和 
小 蝇 ) 可 以 雪 示 则 十 : 


a 
VE + (yiri di) T= 
-L(V 1) 
-二 (VE 1 ) (is1 0fi ) 1 1= 


多 妈 由 张力 0 不 变 外 , 央 得 涩 能 表达 式 


十 | 
- ) | Vis1— Vi. 


1 olnti 
I Sly) (y=ynni =0 C - (14) 
i=0 
节能 有 简单 形式 : 
i=l1 


我 们 用 阳 接 的 方法 @ 来 求 主 颗 奉 和 与 之 对 应 的 振幅 医 量 。 利 用 1 和 了 
的 妻 达 式 (14) 和 (15) 玖 出 求 振 蝙 的 方程 组 (6)。 瞩 6 除 这 方 称 租 的 每 个 方 
程 , 同时 , 为 简单 计 , 我 们 全 


1 一 到 oo 一 COSO， (16) 
汉中 0 为 一 辅助 量 。 于 十 ， 振 由 方程 (6) 取 如 PF 形式: 
Wx dWeos0 turri=0 (k=1, ,1), (17) 
. Uo= Wn+1= 0, : (18) 
寿命 
w= sinkg (k=0,1,., n+1), (19) 


荐 代数 方程 (6) 将 得 以 满足 加 。 这 里 ,“ 边 办 ”条件 (18) 的 头 一 个 将 自动 满足 ， 
而 党 二 个 央 给 出 确定 未 知 频 京 约 条 件 : z 
: sin(n+1)0=0. (20) 


巾 嘴 则 和 辣 0j= Ti=1, ;14)) 而, 按照 等 并 (16) 便 有 : 


四 ” 仅 当 讨 入 小 所 上 度 yy2 yw 时 这 个 假定 才 是 正确 的 。 
© Rpeiin M.,T., MarevarHrecrny cOonani, T. 40, 1933,， crTp. 4955— 
4066, : 
图 当 以 表达 式 (19) 代 入 矿 程 (17) 时 , 便 得 到 下 询 三 角 恒等式 ; 
sin(Kk—1)0—2sinkOcosd + sin(k+1)0=0 (KE=0 9 
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2 =.(1— eos0)), 


ws/ /Es ; 
ms ia | 


， 4 十 ] 
br > 1 so= te) 


在: 等 全 式 (1 9) 由 分 60), El 有 得 生 7 个 主 振动 时 振 癌 Wj Wajy "ys Wi 


Wj = SI 天 0 一 Sin 5 (Kk, /一 二 1), (22) 


有 系统 的 任何 月 出 振 动 可 由 下 式 大 省 : 


ll 


+ 
1 
一 > CupiSin ait dj)= 


1=1 


一 > sin sin(2singr Ee VE -tt 十 &; ) (23) 


出 公 式 (21) 和 (222) 立 即 可 以 见 有 ,所 得 主 据 动 基 有 颤动 性 质 1° 一 3°。 

技 格 释 日 会 么 指出 怎样 由 所 得 之 公式 代 极 陵 过 渡 的 方法 可 以 得 到 均匀 
于 (有 固定 端 ) 的 自由 振动 ， 此 时 改 的 质量 不 再 集中 在 % 个 点 上 , 而 是 以 密 庚 
p 沿 藤 均匀 分 布 。 


i: 


.并 ?22 二 1) sinzC 直 T (j=1, 4)、 《<4) 


2(7 TT 


在 noo 的 极限 捕 观 下 ， 便 得 到 关于 两 端 固定 的 均匀 汞 的 频率 w 的 著名 公 


元 : 
/GD2 (25) 
人 下 种， 人 所 有 频 说 A i 一 了 的 


Ne ee ee eS Te A Te TT ee ed 


区 A 人 re 


太 将 所 习 纺 交 第 了 个 关 报 动 品 芝 
yi(z, t=u (rm) sin (wt +o) 《0<z< 矢 用 (26) 
的 形式 , 其 中 wj(z) 是 在 此 振动 中 粮 刻 的 振幅 。 


将 找 度 振幅 2 人 2 看 作 当 7 一 ?ceo， i 时 量 (227) 的 极限 ， 


在 所 讨 葛 鸭 国 题 中 ， 该 由 一 全， 则 对 于 均匀 至 主 频 妆 得 不 过 六 类 比 公 : 
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Ui(X) = mw 
则 由 公式 (22) 便 得 到 : 


了 了 


Wi(T) 一 Sin 一 一 (7=1, 2， ) 


于 是 , 将 主 振动 426) 作 线 性 一 加 而 得 到 的 均 与 区 上 月 由 振动 可 由 如 下 公式 
表示 : 


yw t) = >_0jsin “sin (wo 让 十 Qi)， 
了 二 1 


其 中 Ci 和 Oo; (7=1, 2 …) 帮 是 任意 芝 数 。 


3 45。 在 不 显 合 时 间 的 力 移 作用 下 , 平稳 系统 的 微 振 动 
当 广 义 力 i; 仪 与 坐标 和 速度 有 关 时 , 平稳 系统 的 拉 格 朗 日 方 
程 为 : | z 


甸 基 -和 ds) (Gib) (D) 
候 训 坐标 原点 是 平衡 位 置 , 于 是 , 精确 到 关于 0 和 0 人 一 1 


2) 为 一 阶 小 量 的 动能 表达 式 可 以 写成 常 系数 二 次 型 ( 见 $40) 


入 
T= 地 之 ， Qipqidh» ‘ (2) 
$7 及 一 


其 中 Ci 一 Ci (2, k= 1,. 了 
现在 将 广义 力 Qi(gp, qk) 按 gi 和 gx 展 成 考级 数 : 


ooh 0 


因为 坐标 原点 是 下 衡 位 置 , 故 当 和 坐标 和 一 度 同 为 零 时 , 所 有 广 
义 力 应 当 等 于 雳 , 即 


Qio=0 (=1,,n). (4) 
全 
本 5 人 一 (5 pe] 
Big 30， Cih 3g% 人 (2%, k=1,.…,%), (5) 


8 45. 在 不 显 含 时 间 的 力 的 作用 下 , 焉 爷 采 统 的 微 振动 225 
则 当 辐 去 (3) 式 中 所 有 二 阶 及 更 高 阶 小 量 的 各 项 之 后 , 便 有 


Q;=— > (binGy t+ Cipqy) ($=1,.…,%). (6) 


KB=1 


将 动能 和 广义 力 的 表达 式 (2) 和 (6) 代 入 拉 格 朗 日 方程 (1), 则 
得 平稳 系统 微 振 动 的 线性 运动 微分 方程 粗 


S (argrt bigGst cingn) =0 (t=1,.…,%). (7) 
Ee=1i 


”车 以 A, B,C 分 别 表示 方 阵 1asnl?, 45swlY, 上 css1?D,q 表示 分 
最 为 q,…， gn 的 矢量 列 ， 则 微分 方程 租 (7) 可 以 写成 如 下 的 斥 陈 
形式 : 


Ag+Bg+Cg=0. (8) 
我 们 来 找 方程 粗 (8) 如 下 形式 的 解 : 
gq=ue’”', / (9) 


其 中 如 是 党 元 素 Wi Un 的 天 量 列 ,上 是 一 个 数 。 
将 表达 式 (9) 代 大 佐 阵 方程 (8), 蒋 去 er! 之 后 ,得 : 
z (Ap’+Bu+Ou=0, (10) 
或 写成 展开 形式 : : 
Dawp st bmpt en p=0 (t=1,.…,n). 10’) 


Pe 
为 使 方程 组 (10) 或 (10') 有 非 零 解 u， 必 须 且 只 须 此 方程 组 的 
了 系数 行列 式 为 雳 , 即 
A(p)=det(Ap+Bu+C)=0, (11) 
或 展开 之 ,写成 
0 十 DA 十 Ci Gin 十 Di 人 十 Clin 


节理 


A(HA) 王 =0. (11') 


时 


ani 十 Bni1 从 十 Cni’’ ‘(nn fh 十 bain 人 4 十 Cn 


也 注意, 4 是 正定 对 称 和 矩阵 (这 个 渡 质 在 此 没有 用 到 )。 
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方程 (11) 时 做 已 知 条 级 的 长 期 方程 。 这 个 代数 方程 关于 人 是 
2n 阶 的 。 

我 们 仅 限于 讨论 长 期 方程 的 所 有 根 jw,…, Man 彼此 互 异 的 这 
一 基本 情况 。 对 于 每 个 根 j， 都 有 章 次 代数 方程 和 粗 (10) 的 某 个 非 
需 解 tw 三 (win,…, Wn) 与 之 对 应 ， 因 而 也 就 有 微分 方程 组 (8) 的 特 
解 une*at 与 之 对 应 (=1,…, 2n)。 此 微分 方程 组 的 通 解 ， 可 由 这 
些 特 解 的 具有 任意 常 系数 的 线性 租 合 而 得 到 . : 


z q= 二 Cone nt (12) 


的 二 ,全体 全 的 实名 分 二 .负数 的 这 一 情况 : 
~ Rep,<0) (h=1,.…,2n). 
此 时 , 系统 的 梧 衡 位 置 不 仅 对 于 线性 化 了 的 方程 组 (8) 是 渐 近 稳定 
的 , 而 且 对 于 原来 以 微分 方程 组 (1 所 描述 的 非 线 性 平稳 系统 也 是 
渐 近 稳 定 的 ( 见 838)。 
最 后 我 们 指出 , 对 于 保守 系统 ,B= 上 5x1?=0, 而 A=|ainl7? 和 
C= |ciwl? 都 是 对 称 的 正定 算 渭 。 若 合 j=iVN (j= 一 了 0), 则 
其 加 del(A12TOC)=0 便 化 为 $40 中 的 方程 det (CG 一 MA)= 
。 但 是 , 正如 在 $40 中 所 指出 的 ,方程 set(C 一 A)=0 只 有 正 
实 根 。 因 此 ， 在 保守 系统 的 情况 下 ,方程 (11) 只 有 纯 肢 要。 


3 46, 琵 利 耗 散 函 数 . 小 耗 散 力 对 保守 系统 报 
动 的 影响 
我 们 来 看 这 样 一 个 重要 的 特殊 情况 : 无 需 使 用 $ 839 有 所 表 汪 正 的 
稳定 性 准则 , 下 可 以 预先 断定 不 生化 的 源 近 各 性 。 
假设 在 | 义 力 的 我 运 式 [网 第 225 中 等 式 (6)] 


-一 六 .Dingn 一 -Be ($=1,: ) 1) (1) 
k=1 


b=1 
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中 ， 系数 足 阵 B = jbinlr 种 CC 一 | cf 者 息 对 称 让 称 正定 抢 陈 。 
于 是 , 若 在 讨论 中 引入 人 势能 林 和 瑞 利 想 让 如 ( 兄 § 8): 


1 5 Cipd: ‘gp>0, R= 二 S- Dirgi gs>0 


1 2 2 . 
(Se >(), > 0)， (2) 
公式 (1) 便 可 写成 
Q@:= 5 5 G=10 (3) 


系统 上 除 有 势力 一 条 -Gi 一 1，…,n) 而 外 ， 还 作用 有 由 绒 利 而 数 快 
定 的 耗 散 力 ~ 3 。 前 已 查 明 ( 兄 $ 8), 在 这 种 情况 下 , 东 议 是 定 村 


散 的 。 又 因为 按照 (2 中 第 一 个 公式 , 势能 在 平衡 位 置 有 严格 极 小 
值 , 故 平 衡 位 置 是 渐 近 稳定 的 (网 第 172 页 上 的 定理 )。 

因此 , 由 瑞 利 画 数 所 决定 的 耗 散 力 , 不 仅 不 破坏 保守 系 葬 平衡 
位 置 的 稳定 性 , 而 且 还 使 此 位 置 成 为 渐 近 称 定 的 。 

住所 讨论 的 情况 下 ， 可 以 给 出 一 个 简单 公式 来 估计 长 期 方程 
的 似 。 我 们 仍然 来 找 形 如 ue”' 的 解 。 为 了 决定 和 拓 量 列 ze 我 们 有 
万 程 (网 第 225 具 ) 


: (Ap* + But Cu=0, | (4) 
或 写成 展开 形式 : 
Sa + Bit tern) =0 (i= 1), : (4) 
中 一 工 


将 (4 /起 第 个 方程 的 两 端 各 入 CW 害 是 名 的 共 巾 复数 )， 兰 对 
$s 求 和 , 则 得 : 


HM »3 Ci 2 二 凤 5 Dn; ww 十 Si Ci 人， Wp = 0), 


%; b=1 to B=1 4 有 一 圭 
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或 简写 成 | 
Alu, i p+ Blu, Wu + Ou, 1) =0, (5) 
共 中 A(w, w))>>0, Bu, wu)>0, Ca u) >00%. 
”因此 ,长 期 方程 的 任何 根 人 都 满足 具有 正 系数 的 二 次 方程 (65)。 
由 此 江 即 可 得 Re 到 0。 
右 长 期 方程 有 复 根 凡 =Y 十 186， 其 此 同一 方程 也 必 有 共 罗 复 
根 乒 =Y 一 和 8。 数 信和 丘 都 是 二 次 方程 (5) 的 根 。 因 此 ， 车 合 = 
一 了 十 io 2 一 人 一 ?ao(o 和 ww 都 是 实 矢量 列 ), 则 有 @: 


_ Bl(u, u) _ _B(v,2)+B(w, w) 


2Reg= 二 + 克 二 
KTHh ACw, 0) A(w, 了 ) 二 A(zww, a ) 


<—0, 
(6) 


2 -CC(, 24 ) _C(v, 四) 十 Co w) 
pl pp A(u, u) Alv, D) + A(zw, 2) 


与 共 瑟 复 根 上 和 丈 相 对 应 的 是 复 共 连 振动 ue*! 和 ue™”t。 在 g 的 
表达 式 [ 兄 第 226 真 上 的 公式 (12)] 中 ， 当 任 意 营 杀 数 取 复 共 杰 值 
C= 地 ( 了 +1G) 和 0 一直 (F 一 iG) 时 ,对 应 项 之 和 可 化 为 实数 形式 : 
Oue’t: +-Oue’t = (P+iG) (DF S20) er tio)t 
+ 计 (F—iG) (VW— 2 ) e700 
~ RetLFo—Gawt+ilFwt+Go) et (cosdt tisindt))} 一 
一 6 [(Fv—Gw)cosdt— (Frw+Gw)sindt]. (7) 
奋 有 两 个 实 根 人 和 MK, 我 们 将 对 应 的 天 量 列 记 作 2 和 了 划 
当 以 妈 ( 代 替 到 ) 乘 (4) 式 第 宇 个 方程 时 , 代替 等 式 (5) 便 得 到 如 下 
等 式 : 
A(w 2 ) p+ Bau )ut+O(Cu, 2 一 (0. (8) 


@ 上 见 第 202 页 上 的 5°。 
加 齿 第 201 页 上 的 公式 (20)。 
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将 矢量 4 和 w 的 地 位 调换 一 下 便 可 以 兄 出 数 A 也 满足 方程 (3)。 

` 因此 ， 

B(u,wu') 1 OW) 

A(w, 1 ) KK 于 A(u, uu’) 1 ) (9) 
- 我们 山 在 来 看 ， 在 小 耗 获 力作 用 下 ， 你 守 系 统 的 主 振动 将 发 生 怎样 的 变 

化 四。51 入 销 正 坐标 60 … 0。 在 这 些 坐 标 之 下 ， 


K+ = ~ 


名 7 
] 1 9 
了 = 二 之 ,0 [= 六 io (10) 
| 4 一 】 
了 -二 5 二 二 p23 LF (11) 
i i 


其 中 vi(i=1， …) 2) 是 保守 了 系 入 的 主题 率 ， 瑞 利 醒 数 麦 达 式 (1) 中 的 条 数 B， 
bi 一 上 1 当 二 竺 时 Bix = Bi) 均 为 小 量 ( 这 些 量 的 平方 项 和 乘积 项 
可 以 略 去 )。 由 二 欢 型 (11) 的 正定 性 可 知 Bi>>0 (f=1,…,n)。 

拉 格 朗 日 方程 为 


nn 
BtBiGi tw? it SBigbp=0 (io (12) 

er 

由 此 人 大 
Qi= ziert (= (13) 
并 稳 去 ext， 央 得 线性 方程 租 

Cg?+ Rint at pn=0 (i=b,. 8). (14) 

和 w= 二 

(zt) 


合 此 租 的 对 数 行 州 式 为 霉 , 得 长 期 方程 
性 十 Bik 十 o3 Bizon … Pink 
Bap p+ Bzpt+w2 Pon 


二 . 归 和 时 和 和 


Bnir Bn2u 十 Ban 十 w2 
将 此 行列 式 民 和 天, 并 了 赂 去 那些 包含 小 柔 数 Bs, Bi 的 沫 积 项 ， 则 长 期 方程 


= (0. (15) 


四 见 yYRTTeKeP E.T., AHaAIHTAYECEAA XHHaMHK8，M, 一，1937，8 94, 
《有 黄 区 本) 
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re 


使 可 写成 如 下 形式 ; 


To thent ot) =0 (16) 


k=1 


作为 于 一 近似 长 期 方程 的 根 有 如 下 尼 共 ， 
jp 一 和 十 jo (k=1, ,1). (17) 
ee 
值 代入 (14) 式 后 2 一 工 个 方程 的 系数 中 , 并 以 pn 除 这 些 方程 的 碟 问 , 便 得 到 : 


2 2 
Cy . 
Baixl 十 [由 一 负 二 jo ja 十 十 Bass 


| (18) 


Bnisit Bizrz 十 … 二 (本 一 外 + )e=0 
一 阶 及 更 高 阶 小 基 ( 关 于 pi Fir) 之 后 ,由 这 组 方程 得 比值 一 (%= 2, ,1) 
i PF: 
~ je, 加 (k=2, ” 92 ) . (9) 
wj wl 


长 工 


公式 (19) 卖 明 ，e4 是 实 的 小 最 作 ==2,…, nm)。 设 = Aeit?， 其 中 4 


则 与 要 证 = 一旦 十 ii 相对 应 的 复 振动 ”为 


+) _ 
Ol=rie"'to=Ae ?2 eitottw, z 
ee) (20) 
-SO 二 G 二 
6 一 Ede 2 te “ (k=2, = 


耻 上 述 振动 及 其 复 共 四 振动 的 米 性 组合 , 期 得 与 根 由 = 一 号 十 iol 向 = 
= 一 号 一 io 相 浊 应 的 " 主 振动 


BT (21) 


tt 


月 1 
-ot .， 
G1:=Ae 2 sin (wit + 0), | 


Oi.=érde sin (vit+a+) =» "1 ). 


至 于 其 它 的 主 振动 , 和 刘 可 以 得 到 类 羽 的 表达 式 。 

因 呈 ,在 旬 一 近似 中 : .小 耗 散 力 不 改变 保 二 深入 的 频率 ; 2) 在 这 些小 
力作 骨 下 ) 当 t 玫 时， ,振动 将 泊 失 ， 引 在 第 了 个 主 振动 中 , 除 第 j 个 坐标 出 
外 所 有 其 它 华 标 和 第 j 个 集 标 相 比 均 为 小 量 ， 俐 具 在 相位 上 相关 四 分 之 二 


”Ar 


周期 (j= 4, "yo 
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8$ 入 ， 与 时 间 有 关 的 分 力 对 平稳 系统 微 振动 的 影响 : 
幅 - 相 特 性 
假设 在 玉 称 系统 上 ; 除了 8 45 中 所 襄 的 那些 力 而 外 ， 还 作用 
有 力 @( 划 (= 2)。 此 时 ， 和 对 纺 微 振动 的 拉 格 训 日 方程 和 第 
225 直上 方程 (7) 的 差别 仅 在 上 右 端 有 非 汰 项 存在 : 


DH 


>_ awds 十 Di 十 CQ 一 人 it (1=1,., 1). (1) 


k=1 


这 个 非 齐 次 微分 方程 租 的 泛 解 可 以 玉成 


= Sn et 4g (2) 


ey 
的 形式 , 共 中 第 一 个 和 式 力 是 对 应 弄 浆 方程 租 的 省 解 , g* 是 租 (1) 
的 东 一 竺 解 。 

侵 恋 系统 的 位 置 q1 二 … 一 gqw 一 0 是 渐 近 稳定 的 平衡 位 置 ， 
Repw<<0(h 一 1 200)。 于 是 . 当 二 时 ， 第 一 个 和 式 趋 - ay 
因而 在 足 能 长 的 时 间 上 之 后 , 非 齐 次 方程 组 的 道 解 q 和 gq’ 实际 上 
是 一 样 的 。 因 此 , 我 个 今后 将 仅 对 “ 强 沁 振动 ”9* 感到 兴趣 , 而 且 就 
简单 地 把 它 写 作 g。 

出 二 微分 方程 粗 (1) 蚌 线性 的 , 故 ( 控 线性 督 加 原理 ) 找 一 般 情 
况 的 强 迪 振动 可 归 业 为 具有 一 个 非常 广义 力 Wi( 由 的 情况 。 

竺 如 ,六 YQ1( 让 于 0, 而 QA 二 009 二 2,…,n)。 此 外 ， 先 假设 
Q1(t) 是 匡 和 力 , 即 | 

Qi1(t) = Ae'nt. (3) 
中 ” 落 长 册 方 称 有 重 根 , 划 在 锋 式 (2) 右 痕 的 和 式 中 将 会 出 现形 式 为 


人 je un t 十 t2+， Te 
的 长 期 项 。 但 在 这 种 情况 ,只 要 所 有 的 Repn <0 和 式 蔓 将 在 to% 时 趋 十 零 。 
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wr -- 


十 古 咎 分 方程 (1) 可 以 写成 


i 


>_ (wrdst bnGst+cngy) = Ae'?, 


k=1 


(4) 
> ands tbjndnt CjpQ8) =0 (j=2,.…, 1). 
k=1 
我 们 来 找 形式 为 
gp = Bre'®” (k=1,.…,n) (5) 


的 强 追 振动 。 将 gs(%=1,…,n) 的 这 些 表 达 式 代入 微 分 方程 (4)， 
并 和 绚 友 eist, 则 得 确定 Bi 值 的 一 组 代数 方程 : 


> afs (ti) + br (i0Q) +ern I B= 4, 
b=1 


其 中 


SO) triN) tow]Bs=0 (6) 
p=1 
(j=2, ,1%). 
解 这 粗 代 数 方程 , 得 : | 
—Wir(i0)A (£=1, …, 1), (7) 
NN Ayn( 2%(2) | 
Wi = 0 z (8) 


是 关于 i0 的 实 系 数 有 理 鞭 分 式 丙 数 ; 此 两 数 在 复 平面 上 的 喘 图 

叫做 频率 畦 性 或 幅 - 相 特性 , 有 时 候 也 把 这 两 数 本 身 叫做 频率 特性 

或 幅 - 相 特性 。 
于 是 , 华 标 gs 对 外 界 作用 Q1= 4ei 的 “反应 ”可 由 这 作用 乘 


以 频率 生性 玉 15(102) 而 得 到 : 


qs = Wis (sOQ)Ae'™. (9) 
WriO)= Rn(Q)evir® [RQ)>0] (10) 
LRiw(0) 一 一 振幅 特性 ,is(0) 一 一 相位 特性 ]， 则 公式 (9) 可 以 
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rr 


改写 成 如 下 形 却 : 
,= Ri (Detatrwiptey (k= 1,.…,%). (11) 
01= Asin Qt, | (12) 
有 
DO = 全 (em e-int), 
则 对 应 的 反应 为 中 : 
qn= Rs( 0) ACen — eiinttvip oNy, 
| 
qp= Ris(O) Asinl QF + Wn()]. (13) 

换 句 话 膏 ， 由 正 怠 型 力 (12) 转 换 为 对 应 的 反应 一 一 下 此 漠 强 
迫 振 动 (13) 时 , 力 的 振幅 被 乘 以 报 幅 特性 Rs(52)， 而 相位 的 含 移 
决定 十 相位 特性 YeCO)。 

图 53 证 画 的 是 幅 - 相 特性 jC10)(0 二 0 二 o0)。 右 对 于 答 
定 的 人 0， 对 应 的 Rips(Q2) 很 小 ， 基 
反应 振幅 和 只 有 给 定 频 雁 02 的 “ 激 
发 ”4sin0t 的 振幅 相 比较 , 也 将 非 
第 小 。 反之 ， 者 在 给 定 的 DO 之 下 ， 
对 应 的 ER(N) 很 大 ， 则 反应 振幅 此 
之 广义 力 Qi 的 振幅 也 将 很 大 。 因 
-之 ,选择 具有 适当 振幅 特性 的 系统 ， 图 35. 

恒 可 以 使 一 定 频 训 范围 的 振动 消失 , 使 其 它 频 认 的 振动 振幅 增 大 。 
此 即 滤波 器 的 构造 原理 。 
由 于 WV(iQ) 是 有 理 鞭 分 式 丁 数 ,因而 当 0 一 co 时 ,下 (19) 一 


、 
\ 
| 


Win CE) 


@ 因为 1x(202) 和 Wix( 一 im) 是 共 辆 复数 ， 训 HR 一 一 中 ) = Rix(N), YI 一 
一 和 2)= ~— Yik(0), 


234 第 六 进 ” 微 振动 


EE i de ebm ep — 


奥 在 假 训 ;1() 是 以 害 轩 1 肥 级 数 答 册 的 任 一 周期 立 数 : 


mdm ellie mel 


Lr | 


Ot) = >A,sin (MmOQt + 9p,). (14) 


7 二 从 


年 此 级 数 各 ji 量 所 激发 的 凤 元 应 应 相 用 . 伸 得 到 


Qn = SRMO) Anein sin[nAt oat Vn(mO )] (15) 


4?H4 一 站 
(k=1,……, n). 
若 Q(t) 是 关 ]t 的 任意 非 周 期 两 数 了 C2)。 我 们 将 它 汪 成 侯 
里 叶 积 分 鱼 的 形式 : 


1() = 地 -| cd | f(Dema. (15 
。 | 
FCO)= | f(t) eintat, (17) 
则 有 
/ Qi=f (1) = | FO)e ado. (18) 


画 数 了 oO) 叫做 画 数 @1 二 了 (的 复 谱 。 
外 界 作 用 


FO dQemt 
IT 


所 引起 的 反应 为 


wit 


DD 届 , 例 Zn, 中 HXTCHFONPH 1, MM., OuHIBPL MaTeYHTHIECKOFO 2H&THS8 M., 
1956,T.2，24 音 ,，$ 3， 或 daxreHroTEHI 下 . M., 微 积 分 学 数 程 ， 第 三 爸 第 三 分 有 由， 第 
士 九 童 ，;y 6, 余 家 彝 刀 , 1955。 一 一 翌 若 注 。 
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因 之 , 根据 反应 和 的 弹 往 释 加 原 到 , 便 有 : 
gy = 二 | Win(iQ)F (OQ) ed . (19) 


“一 全 他 


(£=1, ,Nn), 
由 淮 标 gs 的 复 湾 妍 jsp(iQ)FCQ) 可 由 外 界 作用 Qi() 的 复 溃 采 以 
对 应 的 系统 频率 和 畦 性 于 CD) 而 得 到 。 
候 议 当 大 0 时 ,系统 处 于 静 正 状态 
Q(t) =0, 
qr(t)=0 (R=1,.…, %) 
将 有 反应 的 复 证 汪 成 如 下 形式 : 


i 当 4 下 肝 。 (20) 
A 


FOOOWIn( tO) =00) +iH(0), (21) 
则 由 公式 (19) 便 有 : 
gg = 本 | [GQ) + HO I cos QO1 +isinQt1do= 


| 


2 | [G(o)cosot —H(O)sinQt do + 


十 一 一 | [G0 ) sin Qt 十 HO) cosQt ldQ. 


因为 qn() 是 实 图 数 , 故 右 端 第 二 项 等 于 堆 , 因 之 ， 


十 6 


天 = 元 | [G(o)ceosot — HQ)sindt ao. (22) 


为 一 方面 , 当 二 二 0 时 , qn(t)=0, 故 有 


0=-- | CCQD)costt ~ HQ)sinQt jdn (ti0WH), 


一 


在 于 ， 以 一 蔚 代 ! ， 则 有 : 
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二 om 


0o= 元 | [GC(Q) cos Qt + HO sinQt dd (3 t>0 HY. 
TT 


— 口中 


(23) 
将 等 式 (22) 和 (23) 逐 项 相 加 , 则 得 : 
gy 一 1 [Gyeosoian ( 当 上 >0 时 ). (24 ) 


— 


现在 假设 外 界 作用 的 复议 可 以 与 成 如 下 形式 : 
FP(O)= A(D)e'®™ (25) 
于 是 , 按 公式 (21) 便 有 : / 
G0) = Fs(O)ACQ) cos[ BQ) + Tn 0) 《26) 
公式 (24) 天 可 以 写成 如 下 的 最 弥 形 式 / : 


qs = 二 | Rig(Q)AC(CY) cos[ BO) + 0) Jcos Qtan) 


( 当 二 0 时 ). . (27) 
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$ 48， 导 出 系统 ， 罗 司 势 . 隐 运 动 ， 赫兹 关于 
动能 产生 势能 的 概念 
本 章 将 利用 第 二 、 五 两 音 所 讲 的 一 角 原 理 , 来 研究 共有 循环 从 
标 g(a 一 nw 十 1,…,n) 的 完整 在 稳 条 耕 的 运动 。 这 种 系统 的 动能 
具有 形式 | 
T= 二 > rgb Gm) Gees (1) 


我 们 来 找 以 多 司 变量 g;， 站 90 一 说 十 1 9) 表 
示 的 动能 表达 式 。 为 此 , 利用 原始 : 


p= 3 = Dadit < (4, ,B08 (au 一 = 二 1， ) 1%) (2) 


t= B=m+1 
将 所 有 的 9 以 psa(Q= 二 4 十 34,…,%) 表 出 。 
由 于 行列 六 D=det(we) es=m+1 款 04， 放 自 关系 六 (2) 即 可 求 
得 : 
5S 人 Se) (a=m+1,.…,%), (3) 


B=m+1 


其 让 | I 是 煽 便 | 人 | 的 逆 和 矩 孟 ， HJ. 
上 一 eol 一 (4) 
个 
一 >, bo, ater i=l mm; Gm 二 1 1)) (5) 


S=m+1 


中 中 第 得 页 上 的 脚注 。 


mo EP ee- ni PP de 


周 关 针 式 ( 引 合 可 及 写成 如 了 形式 : 


Go= DD Disps— OYaGs (aG=m+l,n). (0) 
d=7+1 t= 


这 里 pe 和 ye 邦 是 非特 环 坐 标 (或 称 之 为 位 置 坐标 ) gi(i==1， 
?0) 的 图 数 。 将 9 的 直达 式 (6) 代 人 公 式 (《1), 即 得 以 罗 司 变量 表示 
的 动能 表述 式 了 了 : 


71 2 Hr Ha 
一 、~ | 水 1 不 
” oy > > Ci ;9 人 十 本 | yy S | > Ui ff i Ra 
2 CR- feel =m+1 


(了 ) 
妙 的 是 在 这 个 表达 式 中 : 所 有 只 一 0( 史 司 早 就 注意 到 了 这 
£2 )， Hl 汽 达 K 式 亿 是 非 御 环 、 ; 束 度 0 … dm 由 一 次 HY 1 } WA 站 量 
Pmt19 "9 Dn 的 一 次 型 之 和 出 。 
兴 实 上 ， 因 为 Si Daspe 仅 与 变量 9 和 2 有关, 而 这 些 变量 


只 一 ?8 二 1 


双 被 看 作 是 和 qi 1 1 8 二 7 十 1,-…,W) 尤 关 的 ， 禾 


J D2- 1 2 7b IT 90。 
Wa ~ p _ 
9q id pa - 订 , 汪 四 9gs 91。 )- ag: > Baha™ 


B=m+1 
| (8) 
我 们 现在 计算 系数 wzez: 
.nT 9 < 99, 
(348 = 一 一 一 一 : 3 byapr = bas 
9Pa9Pa pe, Si 329， 5 ba 7=m+1 
(g,8=mn 二 1,…,n). (9) 


类 似 地 可 以 得 到 系数 对 


@@ 这 里 所 采用 的 由 变量 9 G4 到 变量 91, pa 的 变量 变换 , 常 被 几 于 ( 按 拉 格 包 日 
方法 ) 化 二 次 测 为 华 方 和 的 二 次 型 理论 下。 事实 上 , 将 类 似 的 变换 运 | 
可 以 将 下 个 变量 的 二 欢 型 化 为 站 个 二 次 型 之 和 的 形式 ,而 这 下 个 二 : 痰 型 的 短 一 个 只 点 
一 个 变量 有 关 ( 郎 一 个 变量 的 在 方 与 某 一 实 系数 的 乘积 )。 

图 ”这 里 发 以 后 ga=… 都 表示 在 方 括 归 里 的 表达 式 中 ， 所 有 的 9a 应 以 其 表达 式 
(6) 代 之 。 


8 £3. 区 可 党 ， 世 所 运动 。 共 友 关于 动 能 六 全 势 认 时 了 2:30) 


rr rr CO 


re 


| 
D994; 9 0 4 9g; | 
|| > 纯 | 好 
= 一 一 本 Y yiDa = * * 
99 190; | = ... -了 ey iL) JG. = 
D27 T 人 327， | 9 。 
= 二 一 一 -一 一 十 > = 一 Yaillaj. 
99id9 ; 之 29j29。 og a=m+1 
利 肛 等 式 (3), 得 ; 
0} 一 (sj | >, bata jas (4) 2 一 1， “3 It ) ， (1 0) 
rr 及 一 ?4 二 


但 根据 等 式 (4)，pBoa:= 2 其 中 As 是 行列 起 吃 中 元 娄 4w6 的 


代数 余子 式 。 借 此 关系 可 将 公式 (10) 与 成 


(Ci Qi,m+i1 {in 
* 1 (m+1: 人 二 Te ,, 
ij " | (2, j=1， ,1 ). 
DY 
Hn; Nanomitit ”Cnn 


(10) 
于 是 ,公式 (7?) 有 如 下 形式 : 


全 
2 一 上 


T= 3 eg， + < bapaDa. . (11) 


tr =rvti1 


这 里 系数 afb; 和 bs 分 别 由 党 式 (4) 和 (10) 米 决定 。 


假 圾 作用 在 平稳 系统 上 的 力 有 势 11T 三 1 gw 则 上 = 人 一 11， 
现在 计算 罗 司 画 数 ( 见 13 )， 


= (t, (i Qi, pa) 一 >, Paqa—L= 
+ 


> 二 > | >, b aD, - -SS Ted )- T = 
8 1 


二 Tb 二 站 号 
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1 mL | 中 
一 To 之 ey > buapaDs 
13} 三 1 a =7-+1 
m 7 
+H—>| DD yn, | (12) 
f=1 \ a=i+]1 
我 们 来 考查 被 称 为 罗 司 势 @ 的 两 数 HL* (6 go p); 
1 2 i 
LL 一 下 十 训 > ， DoaDaDs (13) 
TI 二 Hpi 
4 
b, < Ba 
， DD 


(其 中 4s 是 行列 式 刀 中 元 开 am 的 代数 余子 式 ) 可 将 罗 司 势 的 表 


0 ji ” Pr 


六 1 
1 = {I 及 到 ms+1 A (Vin -3 nn (13 ) 
pn umtt On 
的 形式 。 此 外 , 分 
| 7 于 “ 
米 。 
人 = 二 > a 9i097. (14) 


于 是 , 根据 等 式 (13), 对 于 非 循环 坐标 起 着 拉 格 朗 日 而 数 作用 
的 两 数 一 尼 便 等 于 
2 一， (15) 
其 中 下 是 广义 势 , 由 下 式 确定 


2| 人 yap it elt qi pa). (16) 


t=1 \V a=n+1 


现在 来 考查 原 邓 纹 的 任何 一 个 运动 。 在 此 运动 中 ， 


D Kouth E.G., Theadvanced part of a treatise on the Dynamies of 
a system of rigid bodies, 5th. ed. ,1892, § 99. 
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pa—const= 6 (a=m++1, ,nn), (17) 

非 循 环 举 标 qi 二 qi( 让 (t=1,…, wm) 可 由 第 76 呐 上 的 做 分 方程 组 

(383) 来 确定 , 这 方程 组 中 所 有 的 ps 全 应 代 之 人 以 cla 二 mm 十 1 9) 。 

但 此 方程 组 力 是 拉 格 朗 日 责 数 为 一 已 = 全 一 了 的 某 一 辅助 系统 的 

拉 格 衣 日 方程 粗 。 恋 辅助 系统 力 一 自然 平稳 地 和 统 ，, 有 台 个 和 目 由 度 ， 
动能 T= Datgid, 广义 力 的 势 


4357 =1 


了 = -如 2 Yui j 1*(t, gi, ca). 

罗 司 势 *(t, qs, co) 是 芒 系 和 统 的 势能 。 由 公式 (11) 一 (13) 可 得 : : 
人 十 11 = 人 TT 十 411. (18) 

我 们 称 此 辅助 系统 为 导出 系统 。 

因此 , 非 循环 坐标 qi,…, qm 的 变化 决定 了 动能 为 全， 三 义 势 
为 了 二 玉林 LU 是 罗 司 势 ), 自由 度 为 加 的 导出 系统 的 运动 ,在 
原 系 狗 和 导出 系统 的 对 应 运动 中 , 二 系统 总 能 量 彼 此 相等 。 

当 决定 导出 系统 的 运动 的 两 数 gi= gi(D (i=1,…,m) 已 经 求 
得 时 , 循环 坐标 随时 间 的 变化 ge= we(b(a= 和 十 1 …,%) 便 可 由 第 
76 页 上 的 公式 (9) 来 决定 , 这 些 公式 现在 可 以 写成 如 下 形式 : 

_ (fF ONY, gca) en /| 
| gg to 
(GQ=7n 二 + 1, %). (19) 
我 们 来 看 原 系统 的 动能 表达 式 (1) 不 包含 非 循 环 速 度 4; 和 循 
环 速度 gs 之 积 的 这 一 特殊 情况 , 即 所 有 的 gis。=0G=1…, Mm; oa 一 
一 m 十 1,…,%)。 在 此 情况 下 , 动能 外 被 分 为 两 个 二 次 弄 ， 其 一 仅 
包含 非 循环 速度 $1， 而 另 一 个 仅 包含 循环 环 度 4。 这 种 系统 叫做 
迎 转 无 关系 统 。 对 于 过 转 无 关系 统 , 根据 公式 (5), 所 有 的 ye 一 小 
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因而 ,TP 一 0, = 1*。 因 此 , 如果 原 系统 是 过 转 无 关 的 , 则 导出 系 
记忆 共有 汀 销 通 稍 的 势 11 9。 

此 外 , 由 等 式 (10) 可 知 ， 对 天 通 转 无 关系 统 ，ai 二 gij(s, j= 
= 1,.…,7m), A 


rb 


= 部 >, Uijqiq i (20) 


177 一 工 


在 此 情形 , 厌 系 统 有 动能 
了 = 二 >3 Qi gj- 十 一 3 boata oa 


?71 二 1 2 a ?B= 二 1 


和 势能 二 11(%， qi), 而 导出 系统 划 有 动能 


1 < .. 
= 2 Qi0; 
~ v1j=1 
和 势能 


ol + 部 p3 bascaCe. 


?B=nt-+-1 
梅 


La >3 uo] 转化 为 导出 系 


Mr 


和 统 的 劳 能 。 
关于 平 秘 系 统 的 前 述 种 种 花 断 , 对 上 保守 系统 [对 此 系统 有 
911 


5 六 = 让 昌 二 1 仍然 正确 。 明 转 无 关 的 保守 系统 ， 其 导出 


系统 仍然 契 傈 等 的 。 
候 设 给 定 一 作 意 保 和 系统 , 它 有 驶 个 自由 认 , 动 能 为 


rE 


一 了 1 2 和 ,qm) gi; 7 有 


+) /一 上 


Te 


中 ”在 导出 系统 上 ， 人 FE 几 斑 有 势力 -和 -和 类 是 十 势 外 的 退 畦 仪 力 。 不 按 肚 无 


关 杀 菩 的 稍 膏 下 ,站 =0, 岗 之 没有 通 圭 仪 力 。 
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协 能 为 11*== 11*(q;)。 另 外 ， 涝 春 这 样 一 个 保守 系统 , 它 有 m 十 1 
个 日 由 长 ， 有 nl 个 位 介 举 村 : di "Os 一 个 倘 环 坐 书 : (mt+1o 
议 狐 系统 的 势能 1 ==0， 动能 有 如 下 形式 : 


1 = = 二 Ti mt (k= const)., 
于 是 
py 
Pmt+i = [1 * (gi) dm+t1? 
以 及 


"= -T+ (g Dy 


re le _ 5 了， + 
[Dt = Cntt 二 V2 时 ， 


| | “(gi) p41 = 1] “(gi;). 


因此 , 给 定 的 保定 系统 有 动能 7” 和 势能 [I*=1[*(g;), 而 新 
的 扩展 系统 有 人 = 人 十 1 (9 1 一 0。 

给 定 系 统 的 势能 可 得 自 自 由 诬 较 大 的 “扩展 "和 柔 葬 的 动能 。 
， 仅 循 牙 华 标 《〈 隆 坐标 ) 在 改变 的 那 种 运动 ， 有 了 时 称 为 隐 
运动 中 。 

前 面 我 们 已 经 看 到 ， 保 宁 系 统 的 势能 永远 远 可 以 看 作 隆 运 动 的 

甘于 动能 产生 势能 的 这 一 李 念 ， 汞 即 动能 产生 作用 在 实现 电 
运动 ( 非 险 运动 ) 的 物体 二 的 力 的 概念 ， 算 由 本 兹 在 其 "力学 序 理 ” 
(18394 年 ) 包 一 书 中 广 为 发 展 。 


包含 但 雹 仪 的 杀 久 是 裘 现 隐 运 动 的 明显 例 于 。 由 于 肖 转 仪 的 “ 笑 ” 运 动 , 使 得 
这 种 杀 绞 和 无 过 转 仪 的 杀 镀 在 运动 1 有 落 显 落 的 差别 。 

人 lepu 1].,11pEHIHUHN MexnHMUka, HSIONEHELE B HOBON CBAIH, M., 1959, 
也 可 坎 参 阅 1lhomson W.and Tait P.,Trestise on latural plilosophy, Part 1, 
$§ 319 及 A.Bevcrep, MexaHuta MATEPRANBHLX TOMCN, TBeDNEIX, YHPYIHY HH KAA- 
HX TEA, AT ,1933, 第 五 音 。 
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例题 我们 来 看 刚体 继 赴 点 0 运动 的 拉 格 朗 日 情况 : 
闻 体 有 动力 对 称 二 , 且 重 心 也 伺 于 下 轴 上 上 ， 作 用 力 为 其 重 
量 Mg。 
刚体 的 位 道 可 从 三 个 欧 拉 角 6 ,，y,，? 答 定 , 其 中 但 动 
舟 6 是 锦 直 轴 0z 和 动力 对 称 轴 078 了 间 的 夹 角 (图 54), 
是 进 动 角 , ” 是 自转 角 。 今 1= 0D, 4 和 0 分 别 表 示 赤 道 炉 
动 疏 量 和 轩 畦 动 惟有 量 。 于 是 ,有 : 
27 三 4( 人 27 十 9) 十 C72，I= Mglceosb， 
并 中 站 gr 是 角 速 床 w 分 别 在 惯性 主 惠 05 0n，OY 上 的 
投影 。 人 得 
j2 十 d2 一 822 十 Y2sin20，7 一 间 十 YecosD. 
图 "4. 关 之 最 后 使 有 ; 
27 二 和 (62 十 ysin20) 十 CC 十 ycosb)2 ， [i = My | eos gd, (21) 
由 于 如 得 对 应 于 循环 坐标 g,y 的 广义 冲 量 pw py 的 表达 式 : 
py= (Asin20+Ccos?0)y +Ccosts, 
Do= Ceosby +0y. | 
El 这 些 关 系 中 解 拟 Y 和 5, 得: 


Dy— COSD0De 
Y 一 本 Sin26 >” 


—Ccosopyt+ (Asin’g + Ceos? 0) pe 
ACsin’g 
(23) 式 右 端 py 和 ps 的 系数 力 是 量 066。 将 32 和 的 素 达 式 (23) 代入 
C21) 并 中 关于 2T 的 表达 式 ,) 或 和 直接 根据 公式 (1 ) 中 , 我们 便 得 到 以 罗 司 变量 
9, 0, py 9y 硼 示 的 动能 卖 达 式 : 
一 2Ccosbgpypo 十 (dsin2g 十 Cec os-0)pe 


(02) 


(23) 


> ,CPs 
2 了 T= 462 十 A arma (24) 
当 采 和 焕 运 动 时 ， 冲 量 ， py 和 ps 你 村 其 值 不 变 : 
Dy=%, Pp=b. (25) 
med 2 rk pr (lambeos0): b? 
了 ”一 5 ， 于 玫 9g!eosb 十 一 2 十 7 (26) 


DD 在 所 答 博 况 下 ,刚体 是 巡 转 盛大 对 绞 。 此 时 ,在 公式 (11) 中 , a*， =ajj(i, 了 = 


让 
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的 性 甩 柔 类。 
章 动 角 的 变化 2 = 60(t) 可 由 好 下 的 能 量 积分 求 得 : 


(a— Leos0): 


- 二 coOnst =. (27) 
Asin?0 


A604+ Mg COSO 十 
现在 引入 一 个 辅助 变量 wx= cos9， 得 以 一 [ww ) = sin?y 乘 等 式 (27) 
的 两 阁 ， 得 ， 
(PF) =f0), (28) 
其 中 f(w) 是 关于 % 的 三 次 多 项 式 : 
fw) = 二 人 Mglw) (1- 2 一 (a 一 bw)?. (29) 
在 时 表达 式 中 合 2& 一 十 [|，u%=2z= cosb < 一 1 得 中 ， 
Ce 
f(—1)<0, jcoo)=( 色 ) >0; f(+1)<=0. 


父 因 天 十 0)= 十 0, 故 多 项 式 f(%w) 有 三 个 实 模 == C0S91，t4= Cos02 和 Ww 
而 只， 


—1<w < lw. 
多 项 起 fw) 的 图 形 如 图 55 所 示 。 


[a 


fu) O=6, 


图 55. 图 56. 
因为 当 物 体 运动 时 ， 一 1 = cos0 忆 十 1 f00=(F) > 下 量 二 


= COS9 应 在 区 阅 刀 委 4 三 tw 内 变化 , 即 引 宇 9 宇 9;。 进 动 角速度 可 由 (23) 式 中 
头 一 个 会 式 来 确定 : : 


@” 这 里 我 们 假 谣 a 夫 土 。a 二 土 6 的 特殊 情况 将 在 下 面 诗 渝 。 此 外 ， 初 站 值 9。 
是 这 样 选 择 的 , ' 尼 使 得 60 尖 0， 因 而 ， 3 £0. 


= 一 一 lh 
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PT 


.eongd _- 。 
二 - 一 。 J0 
"sin (5D) 


若 比 值 二 在 区 全 Ha 之 外 , 央 进 动 速 度 y 不 变 吕 ,和 进 动 永远 蝴 消 一 
个 方 辐 行进 。 玉 时 , 07 再 在 以 0 为 中 心 的 球 而 上 和 截 出 一 和 茶 如 图 56 版 示 之 申 
线 。 

和 荐 弛 一 全 一 期 进 壮 速度 将 在 cos2* = 二 时 变 号 动力 对 称 秋 在 球面 
下 科 及 一 条 如 图 57 ] 广 示 的 昌 线 。 

阁 字 = 忆 ， 则 进 动 速度 多 不 变 号 ， 介 在 高 往 轿 9=9s 处 变 为 爱 (条 
58)0 。 

音 动 鱼 的 变化 可 以 解析 地 二 人 公式 确定 : 

二 | 一 !t 十 ceonst， 口 王 3atrecost. (31) 


这 里 , 当 9 由 gz 变 到 91 时 取 “ 十 ”号 , 当 8 按 相反 方向 改变 时 有 取 “一 ”号 
显然 , 9 角 随 时 面 的 变化 是 有 岂 期 的 , 周期 为 


rt 
1 一 0 1 一 一 -= 一 - (32) 
A f(a) 


我 们 以 8(4) 记 此 页 数 。 求 得 章 动 角 的 变化 9=8(t) 之 后 , 角 y 和 和 角 9 的 变化 
情 可 按 公 六 (23) 来 确定 。 


9=0, 0 =0; 
日 = 如 
日 = 日 
区 5917. 区 98. 
下来 落 察 刚体 通过 “奇异 ” 衙 溃 8=0 时 的 运动 。 在 这 个 点 上 ， 动 能 由 
如 下 的 - 壕 化 了 的 二 次 型 | 见 当 8=0 时 的 表达 式 (21) 1] 来 答 害 : ~ 


| Nr 


全 ”可 以 证 明 岁 不 可 能 在 低 纺 国 上 变 为 堆 。 


ms ee lie bona ei Te md “--” - 
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_ _ TT 一 
oT = 402+( (y+ 99). (33) 
根据 公式 (22)) 在 奇 点 9=0 处 , 鹤 式 Py 二 pr 应 当成 这， 如 
: 0 二}, (34) 


沾 合 任意 常数 4 和 了 满足 关系 式 (34) 期 有 可 反 交 达 式 (236 ) 的 不 确定 性 将 不 
复 存 在 由 

2 一 4058 
本 工 十 cos 乡 


于 是 , 帝 泊 仍 可 出 旅 量 积 个 全 二 IE 一 const 求 确定 。 
车 运 瘟 通 过 “次 异 体悟 9 = [所 将 在 关 胰 式 


I*=Mglcosb 十 一 


g = Ch, 
代 烷 (24) 且 罗 梧 势 的 堪 达 式 到 如 下 形式 
eo “| 二 cosd 
| = Ngltos0 + TT op 


但 : 二 寺 洽 的 两 者 he 合 异 情况 上 ， 图 50—08 -的 放 律 图 惑 低 和 图 都 分 州 
进化 为 一 所 。 


$ 49. 平稳 运动 的 稳定 性 
我 们 来 兰 赛 一 保守 系统 ， 它 的 位 上 可 由 名 个 和 位 置 涯 标 gq; 和 
nn 一 14 个 下 环 举 生 qi 二 1 72; 0 二 2 二， MA 给 定 。 访 系统 的 
运动 决定 于 正则 方程 组 : 


dq 398 , dpr 9H 
dt ap. dt 9g, (r=1, ,1)) (1) 


其中 系 各 的 总 能 量 有 = 及 (qi pro zu) 其 有 


1 n 
有 = 二 Derg es gm) prpst I{ (qi qn) (2) 
< 7355 一 1 


的 形式 , 旦 其 右 路 的 二 次 型 是 正定 的 @。 当 系 弦 运动 时 ， 醒 数 百 和 
广义 十 最 廊 (e= 训 上 3 人均 保持 其 值 不 变 , 即 这 些 量 都 是 运动 


ri 


4) 在 lL* 的 实 达 式 中 我 们 去 掉 了 本 加 常数 三 。 
图 “这 个 二 次 型 乃 是 以 广义 冲 最 表示 的 系 入 的 动 角 。 


站 i Ceo + eet 
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积分 : 
H(oqi, Dis Ds ) = (gt s po ' nD ) | 


Ds = Pu (a=m+1,.……,%). 
在 在 系统 运动 中 , 所 有 你 蔷 坐 标 保 择 常 值 9; 二 const==g? (i= 
一 也 920)， 其 此 运动 称 为 平稳 运动 。 
年 平 秘 和 运动 中 ,所 有 位 转速 度 都 等 于 震 , 因而 按照 方程 (1) 和 
全 陈 (2) 便 有 : 


(3) 


Th 


cing) pet 3 Cia gp.=0 GG=1,.,m). 


让 一 各 十 二 


(4) 

由 这 点 关系 式 可 以 断定 9, 在 平稳 运动 中 ， 所 有 非 循环 溃 量 也 

将 保 控 常 值 pi=const 一 Pp9 。 由 于 二 户 二 0Gi=1…, m), 故 由 方 
程 (1) 推 知 : 在 平稳 运动 中 ， 


= () 一 一 一 一 ”4 . ® 
30 3 ={) (= 7 ) (5) 


方程 (9) 访 是 使 按 初 值 Tin pi a(%=1, ,In = 1 1) 
所 决定 的 运动 成 为 焉 稳 运 动 时 ， 这 些 初 值 所 应 满足 的 必要 充分 


条 件 。 
还 应 注 总 的 是 , 按照 方程 (1)， 
91 < ,oo ， 
9 一 一 之 ,cas(9tDS 一 const (a=m+1,.…,%), (6) 
和 s=1 
此 ， 
qa= qalt ~to0) + go (a=m+1,.…,n). (7 ) 


初始 人 循环 华人 标 q% 是 任意 常数 , 不 在 条 件 (5) 中 出现 。 


一 


由 内 为 一 实 Se .prps 是 目 定 的 ， 0 因而， 


rs=] 


可 打出 关 条 式 4) 将 非 循 环 冲 是 p, 解 出 来 。 
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因此 , 在 平稳 运动 中 ,位置 华 标 你 持 常 值 ， 而 循环 坐标 挨 科 性 


规律 改变 。 
例题 ， 对 称 重 力 陀螺 的 规划 进 动 是 平稳 运动 。 
事实 上 , 规则 进 动 为 如 下 锋 式 所 泌 划 : 


g=const=80, y=const, y= const, 


其 中 进 动 和 角 y 和 自述 角 9 都 是 循环 坐标 ， 而 陀 蝶 对 称 抽 和 锥 直方 向 的 夹 角 
b 一 一 车 动 角 则 是 仔 人 人 举 标 中 。 

我 们 应 当 注 意 , 按照 关系 式 (6), 初 值 84, PP, po 的 微小 改变 将 
引起 初始 循环 速度 (a=m 十 1…, 0) 的 微小 改变 。 但 是 , 按照 公 
式 (7); 县 99 的 微小 变化 将 使 循环 坐标 本 身 的 改变 ,随时 间 的 增长 
要 多 大 就 有 多 估 。 因 此 , 就 循环 从 慰 而 早 , 平稳 运动 不 可 能 稳定 。 

往 下 我 们 将 把 平稳 运动 的 稳定 性 理解 为 就 所 有 溃 量 p; 和 p。 
以 及 位 幅 举 标 gi(i 二 1 …, m; a 一 1% 十 1,…, 12) 而 首 的 稳定 性 %。 

于 是 , 如 下 的 平稳 运动 稳定 性 准则 成 立 : 

敬 图 数 且 (gi pps) 在 点 qi 二 4 i 二 Di 三 1，…ym) 有 严格 
级 值 , 则 初始 数据 为 的 0, (4==1,…, mM; 0 二 WG 十 1,…,n) 的 运动 


本 PP mr pr 全 Eric ip 和 人 全 ra Te ee a ed ea ede ee TY 


Mr Ri 


事实 上 ,由 于 图 数 且 (g;, pi; pas) 有 慨 值 ， 故 量 gi) PD pa(i=1, “, 
mm) 和 量 刀 (o==m 十 1,…,n) 一 同 满足 方程 (5)， 因 之 , 所 讨论 的 运 
动 首先 是 平稳 的 。 现 在 引入 仿 差 ， 
Ei= gm =p ph Ya = pa po: 
于 是 ， 当 取 运 动 积分 及 ( 加 十 5 斑 十 ,ps) 作为 李 亚 普 许 夫 画 数 
时 , 在 循环 冲 量 p。 不 受 扰动 ( 即 这 些 量 对 于 被 扰 运 动 和 未 被 扰 运 
动 有 相同 的 值 p» @) 的 假设 下 , 便 可 以 作出 关于 雾 解 =0, =0 


QD 忠 前 着 公式 《21 可 由 ， 符 标 和 利 YY 都 不 灵 含 在 动能 和 势 锡 的 霄 达 式 中 。 
轩 ”或 天 于 是 9i 95 pa(i 二 1 …, TM; 0 = 天 十 97) 的 稳定 性 , 也 一 样 。 
时 有 罗 司 所 讨 葵 的 正 是 这 种 类 型 的 稳定 性 。 


1 
phi i Fi 
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的 舟 定 性 ( 即 平 称 运 动 的 秘 定 性 ) 的 结 芥 ( 郧 第 178 页 )。 
上 述 征 定性 准 旭 ， 对 于 般 扰 运动 俩 盖 ?二 加- 人 (一 和 十 
7) 可 能 开 于 寡 的 一 般 情 名 下 ， 仍 然 是 有 冯 的 呈 。 为 了 证 实 
一 芥 邮 只 要 取 夯 数 


[HOR+TE, pt pp) — HC, ph p+ Dm (8) 


作为 李 亚 普 谢 夫 丙 数 ， 关 利用 村 亚 普 著 夫 定理 的 推论 (第 178 
上 ) 束 行 了 。 画 数 (8) 是 一 个 运动 积分 ， 在 所 一 0 7 一 0 一 0 一 
一 二 mm; 0 二 Ww 十 1,…,R) 时 有 严格 极 小 值 , 等 于 需 。 

现在 来 建立 平衡 状态 你 定性 和 平稳 运动 德 定性 之 加 的 类 比 关 
系 。 为 此 , 我 们 考察 有 镀 个 独立 坐标 q1，…, qn 的 导出 系统 ， 它 的 
所 能 等 于 罗 司 势 : 


IL (qi,p 2) =11(g) + 3 Dael gi) pn p» (9) 


让 月 一 ?各 十 于 


( 见 前 一 节 )。 在 导出 系统 上 ， 除 有 势力 一 写 一 (i= :ma) 而 外 ， 


还 作用 有 有 运转 仪 力 。 因 为 与 原 系 和 统 的 衬 稳 运动 gq 二 ,ps 二 及 ($= 
一 m; 0 一 各 十 玖 32) 相对 应 的 是 时 卑 尾 对 和 统 的 平衡 位 置 ， 故 量 
qi» Pa 应 满足 方程 


2 (gpe) 0 C1 my. (10) 
qdi 
这 是 存在 平稳 运动 的 必 归 充 分 条 件 。 电 然 . 这 些 条 件 和 条 件 (5) 是 
守 价 的 , 可 由 条 件 (5) 消 去 量 p;(i 二 1,…, m) 启 得 到 。 将 拉 格 裔 日 
定理 用 于 导出 系统 的 平衡 位 置 9; 二 989， 即 得 如 下 形式 的 平稳 运动 
稳定 性 准则 。 
车 罗 司 势 U*(go 如 ) 在 gi= 妆 Gi 一 1，…, 坟 时 有 严格 极 小 值 ， 


DD loxapantan TT.R,, lIpurwyangag WaTeEMYATHIA HH MEXUHHKR, TT, 22, 
Ban.2,1958. 


一 = 


3 和. 平 答 运动 的 稳 宪 性 2 


-一 Mg Li ee ,mp 


于 数据 为 qi, 9i 二 0, ps Ct 二 1 mm; 0 二 0 十 1,…,1) 的 运动 是 


me er a Te eT We Wh eT™ 


定 的 平 各 运动 。- 

将 拉 铬 裔 明定 理 册 于 导出 系统 时 ， 我 们 便 规 定 循 环 冲 量 pw= 
二 D(a= 十 4 ;0) 保 持 其 值 不 空 。 但 上 述 准 则 纯 使 在 冲 量 po 
改变 的 情况 了 也 还 是 有 效 的 。 为 证 明 这 一 点 ， 取 运 动 积分 


[Ep (gs + Ei qi 2a ) 一 Ep (gy,0, Pa a)j 十 5 22 + (11) 


G = 十 1 
作为 村 业 普 庄 夫 硬 数 赎 够 了 , 其 中 五 = 人 十 11 是 导出 系统 的 总 
能 量 . 它 和 以 尹 司 安 量 gi; go pu 表示 的 由 系统 的 总 能 量 相同 〈 见 
0 一 Do 一 2 一 十 二 “…, 8%) 在 
补 扰 运动 (偏离 给 定 平 稳 运 动 ) 的 偏 革 。 册 数 (11) 在 =0, g;=0， 
na 一 02 二 =] M; 0 二 9R 十 1，…,?) 了 时 有 严格 极 小 值 (等 于 才 )。 

多 司 于 1884 征管 以 舟 为 不 辐 的 形式 建立 了 这 里 所 引信 的 平 
站 运动 稳定 性 堆 期 。 

例 症 ， 确 完 非 均 乞 重 球 
在 光 祖 水 牛 面 上 的 稳定 平稳 
运动 。 议 球 的 重心 D 离 它 的 
儿 何 中 心 0 的 狂 离 为 4， 球 
的 质量 为 型 ， 对 于 0D 轴 的 
柱 动 届 量 为 0, 其 它 两 个 由 心 
主 畦 动 恒 量 彼此 相 锋 : A4=B 
(图 5 和 ) 山 。 

我 们 取 章 心 的 丽 个 水 村 
坐标 zp， yp 和 三 个 欧 拉 角 
p) Y; 9 作为 独立 华 标 。 这 蜂 | 加 59， 

9 角 是 烧 过 DO 两 点 的 动力 对 称 朝 Of 的 “ 自 赫 约 ”O7 辆 的 方向 和 估量 DO 
的 方 加 一 化 。 动 能 和 势能 的 表达 式 可 写成 如 上 形式 : 


山 ” 在 本 例 中 所 计生 的 山体 妃 是 一 物理 皖 , 动力 对 称 埋 是 ' 蕊 的 悬挂 翰 ， 而 支点 0 
可 深水 年 呆 上 由 瀑 动 (无 蹊 获 )。 


259 第 七 章 ”有 循环 坐标 的 有 统 


pT Er ed 


这 里 p, 9,7 是 航速 庶 w 在 中 心 悍 性 主轴 上 的 投影 。 但 
p+q:=0°+y?sin0, r=g+yeos0, sp= —dcosg, 


! 慌 
oT = (A+Ma?sin?0)?0? -+ Ay? sin28 tOr* 二 MM(zF 十 yp)) 
I[[= — Mgl cosgo. 
zp yp 9 和 邦 是 入 环 坐 标 。- 王 之 对 应 的 冲 量 在 运动 中 保持 常 值 ， 岂 
ps= Mip=0, py=Myp=B, py=C07=7, 
py = AY sin?g + Cr eos0 = 6. 2) 
此 外 还 有 


Do=(4 十 Mad2sin207)0， 
也 安 景 2 ， Dr = 0， Dy,= $b, Ve; 间 p 一 了 2 一 5 表示 的 哈密 上 屯 本 煞 为 


bs ,1 /5—Ycos9Y 
= 2(A- 下 Masinzg 十 3 ( sng ) 一 他 gdcos8 十 
0 二 B22 ps ITy 
5M 一 二 (13) 
其 中 
1 /5—YcecosON\? a2 十 B2 
][I* = 一 |- 一 一 一 一 | 一 下 
za( sing ) Mgdecosg + D4 (14) 


龙 多 司 势 心 。 ~ 
于 稳 运 动 的 存在 条 件 (5), 在 此 有 如 下 形式 ; 


稳定 性 条 件 是 : 在 2=0 和 某 一 待 求 的 9 值 上 , 函数 互 有 严格 极 值 。 当 
区 数 二 在 这 个 6 值 上 有 严格 的 极 小 值 时 稳定 性 条 件 将 被 满足 。 为 了 求 得 这 
个 值 8= bo 我们 全 = cosg， 

1 (5—7Yw)? 


fu) = .Al* = 5 1 Kuteonst (K= AMgd), 
其 
Yu 二 (7 二 57)w—76 
iW A EK, 
十 57 
f(t Sut du — nw )s 
其 中 


QD 在 时 渝中 我 们 除去 9=0 和 9 = 这 尖 个 奇异 值 。 因 雍 , sing 权 0， 


Y 
hd 


9 49.， 平稳 基 动 的 稳定 性 


27Y5 出 
站? 十 33 
” 裔 方程 fw) =0 有 lwl 过 1 的 根 w%。 已 这 个 值 iwl = eos9 相对 应 的 是 球 
的 平稳 运动 ， 在 此 运动 中 ， 球 心 作 等 速 得 线 移 动 , ”和 角 利 yY 角 近 线性 规律 变 
化 。 
为 了 查 明 年 稳 运动 的 稳定 性 , 先 来 证 明 当 |wl < 之 1 时 了"(w) 二 0。 事 实 上 ， 


1+ 3w | 
Es 由 此 不 难 


看 用 当 |gj < 工时 al > 了 但 这 是 不 可 能 的 , 因为 &= -7 因此 , 当 luj<1 


如 果 当 |ul 二 时 J"(w)=0， 基 由 了 "(wD 的 表达 式 得 p= 


时 "(ww) 壮 0, 即 户 (在 区 关 ( 一 卫士 本 因 不 变 吨 。 但 户 (0) 二 YY 十 如 二 0, 族 
wl LH fw) > 0 
由 于 


1 : [ 
0 =f"(u) sin20— f'(u) cos0= Penysin2g>0， 


改 在 所 科 花 的 9 值 上 , 萎 数 "有 严格 极 小 信 , 即 对 应 的 平稳 运动 稳 客 。 
会 5=7w 十 4y (1 一 w2)[ 见 (12) 开 ] 则 在 稳 运动 的 存在 条 件 了 (Ww) =0 可 
予以 改造 。 
若 再 将 Y= Cr = 0C(G 二 Yeosg) 代 入 所 得 之 等 式 ， 划 此 条 件 反 最 后 形式 如 


过 


Coy 十 (CC 一 人)Y2zcosB 十 Mgdt =0. (158) 

这 是 在 外 力 短 Mgadsin8( 锥 青 反 力 N= Mg 肝 极 点 也 之 盾 〉 作 用 下 在 在 规划 
进 动 的 著名 条 件 。 

现在 求 分别 讨 诊 三 种 情况 。 

1°.， 如 果 

[Mgd+ Cry|>1A—Cly?, 

基 不 可 能 有 实 的 6 值 注 吓 条 件 (15), 因而 也 不 可 能 存在 其 有 这 种 角速度 的 在 

2 如果]MgdTC9Y1<14 一 C1Y2 而 且 MHgdTC9Y 和 4 一同 号 ， 则 
4fF 这 样 的 角 速 谋 之 下 , 有 平稳 和 运动 存在 , 而 有 目 oosg>0. 

3 "， 如 果 癌 样 地 有 |1M9ged+C8o <14-Cl 2 但 Mod+Ccp 和 4-C 蜡 


中 72 二 如 >>0， 因为 当 丫 =5=0 时 ， 网 数 1*= 一 Mgdcosb 在 9=0 处 有 严格 极 
小 值 。 


一 一 


-1 基 在 平 竹 运 对 中 i cos@ 0 让 种 司 况 让 存在 :稳定 的 平稳 运 ER 在 此 运 
动 中 重大 二 下 的 几何 中 心 。 

井 在 来 三 异性 况 。 

4)》 90 二 0。 此 时 由 公式 (12) 竹 了 = 5。 因 E 


54 第 这 ” 有 箱 评 华 标 的 林寺 


2 


J I 
fA 
gd 
A 7 ),, =fiw)(— sing)=0), 


加 人 二 ， 
dl 一 一 一 一 == 【一 ) 
A( 7 ) f'(u) OS O00) = 十 到 之 人 


平稳 运动 永 示 是 稳定 的 。 
b) bo=r。 由 公式 (12) 待 ， Y= 一 5。 拓 比 


mp 


tT) 3) 


WT 
外 | 
A(S 元 ) = (4%)— sngo)=0, 
a ), 了 0) 
72 Y? 7Y2 
A(ig7), = 1'(w%) (eosb) 一 人 一 位 一 下 = 二 一 下 
当 湖 足 条 件 
- y2 


7>K 


时 , 秆 稳 运动 是 稳定 的 , X 这 个 茶 件 可 以 更 县 体 地 写作 

Cr?>4AM gd. (16) 
其 不 锻 式 (16) 成 江 , 划 丰 所 计 论 的 情况 中 , 如 使 重心 位 于 球 的 儿 何 中 心 之 |-， 
抱 并 痊 辆 的 畦 动 也 将 是 稳定 的 年 稳 运 动 。 
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